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  البديهية الخامسة لاقليدس/الفصل الثامن

  

فقѧد بѧرهن اقليѧدس مبرهناتѧه ال     , ان البديهية الخامسة لاقليدس آانت هدفا لنقد علماء الرياضيات 
ممѧا   ٢٩بدون ان يستخدم البديهية الخامسѧة وقѧد اسѧتند اليهѧا لاول مѧرة فѧي برهѧان مبرهنѧة            ٢٨

نها مبرهنة وبهѧذا يجѧب ان تبѧرهن وقѧد آانѧت هنѧاك       اثار انتباه العلماء حيث اعتقد البعض منهم با
محاولات عديدة لبرهنتها وعلى فترة تزيد  عن  الفي عام ولكن بائت آل المحاولات بالفشѧل لان  

  .البراهين آانت تعتمد على عبارات تكافئ البديهية الخامسة

  :وتنص البديهية الخامسة على مايلي

  ѧان مجمѧدة       اذا قطع مستقيمان بمستقيم ثالث وآѧة واحѧى جهѧواقعتين علѧداخليتين الѧزاويتين الѧوع ال
  .فان المستقيمين يتلاقيان في تلك الجهة من القاطع اذا مدا بغير حد, من القاطع اقل من قائمتين 

  :بعض مكافئات البديهية الخامسة

من نقطة لاتقع على مستقيم معلوم يمكن رسم موازي واحد فقѧط للمسѧتقيم   : بديهية بليفير  - ١
  .المعلوم

فѧѧان الѧѧزاويتين الѧѧداخلتين المتبѧѧادلتين متسѧѧاويتان   , اذا قطѧѧع مسѧѧتقيم مسѧѧتقيمين متѧѧوازيين   - ٢
ومجمѧوع الѧزاويتين الѧداخليتين    , والزاوية الخارجية تساوي الزاوية الداخلية المقابلѧة لهѧا   

 ) ٢٩مبرهنة .( الواقعتين في نفس الجهة من القاطع يساوي زاويتين قائمتين 
 .يساوي زاويتين قائمتين مجموع زوايا المثلث  - ٣
 .الزاوية الخارجية في المثلث تساويمجموع الزاويتين الداخليتين المقابلتين لها - ٤
 .يوجد زوج من المثلثات المتشابه - ٥
 .اذا قطع مستقيم احد مستقيمين متوازيين فانه يقطع الاخر - ٦
 .المسافة العمودية بين مستقيمين متوازيين تكون ثابتة - ٧
 .ت التي تكون المسافة بينهما ثابتةيوجد زوج من المستقيما - ٨
 .فان هذا المجموع يساوي زاويتين قائمتين, اذا آان مجموع زوايا أي مثلث مقدارا ثابتا - ٩
 .اذا آانت ثلاث زوايا من شكل رباعي قوائم فالزاوية الرابعة تكون قائمة ايضا -١٠
 .المستقيمان الموازيان لمستقيم معلوم يكونان متوازيين -١١
 .توجد دائرة تمر من هذه النقاط, تقع على مستقيم واحدلاي ثلاث نقاط لا -١٢

  

نقطѧѧة بدايѧѧة لدراسѧѧة الهندسѧѧة    "  بديهيѧѧة التѧѧوازي " تعتبѧѧر البديهيѧѧة الخامسѧѧة لاقليѧѧدس والمسѧѧماة     
  .اللااقليدية

  :ويمكن تحديد مواقف هؤلاء المعترضين باحد المواقف التالية

لذلك تحتѧاج الѧى برهѧان يعتمѧد     اعتقد بعضهم بان بديهية التوازي يجب ان تكون نظرية و - ١
  .على المفاهيم الاساسية والبديهيات الاربعة الاولى 

لاقليدس بدون استخدام بديهيѧة التѧوازي فѧلا حاجѧة      ٢٩وقال اخرون يمكن برهان نظرية  - ٢
 .بطليموس اعتمد على هذه النظرية. لوضع هذه البديهية 
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فرضوا نقيض بديهية التوازي واستمروا في اشتقاق النظريات لعلهѧم يحصѧلون    واخرون - ٣
 .  على تناقض وبذلك يثبتون صحتها

  

  :محاولات لبرهنة البديهية الخامسة او احدى مكافئاتها

ان اول محاولة لبرهان بديهية التوازي لاقليدس آانت من قبل العالم الفلكي بطليموس الذي عاش 
  :ينة الاسكندرية حيث حاول بطليموسفي  مد ٢في القرن 

  .بدون استخدام بديهية التوازي . ٢٩برهان نظرية  - ١
 .برهان بديهية التوازي - ٢

  

فان الزاويتين الداخلتين المتبادلتين متسѧاويتان  , اذا قطع مستقيم مستقيمين متوازيين : ٢٩مبرهنة 
الزاويتين الѧداخليتين الѧواقعتين    ومجموع, والزاوية الخارجية تساوي الزاوية الداخلية المقابلة لها 

  .في نفس الجهة من القاطع يساوي زاويتين قائمتين

  

  . CDيوازي المستقيم المستقيم   ABالمستقيم / المفروض 

: ث. م
43
21

∠=∠
  .بالتبادل    ∠=∠

       
46
25

∠=∠
  .بالتناظر    ∠=∠

      
18041
18023

=∠+∠
=∠+∠      

  :البرهان

ان امتѧѧداد المتѧѧوازين فѧѧي جهѧѧة واحѧѧدة مѧѧن القѧѧاطع لايختلѧѧف عѧѧن    : لقѧѧد افتѧѧرض بطليمѧѧوس مѧѧايلي 
  .امتدادهما من الجهة الاخرى

18032اذا آان    فان,  ∠+∠>

         18041 <∠+∠ ,  

3604132اذن     زوايѧا   لان مجموع الزوايا الاربع يساوي اربѧع : لايمكن (   ∠+∠+∠+∠>
  ).قوائم

  :وبنفس الطريقة اذا آان 

       18032   فان,  ∠+∠<
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        18041 >∠+∠  ,  

3604132اذن    .وهذا لايمكن لنفس السبب السابق,    ∠+∠+∠+∠<

  . 180اذن يجب ان يكون مجموع الزوايا يساوي 

18032بما ان    .بالبرهان ∠+∠=

18031 وان   )زاوية مستقيمة(  ∠+∠=

3132اذن  12من الطرفين نحصل على  ∠3وبطرح    ∠+∠=∠+∠ ∠=∠ .  

43وبنفس الطريقة نبرهن ان  ∠=∠ .  

18032وبما ان    ,بالبرهان ∠+∠=

18035ولكن    ).زاوية مستقيمة(  ∠+∠=

5323اذن   52, وبالطرح نحصل  ∠+∠=∠+∠ ∠=∠.  

46وبنفس الطريقة نبرهن  ∠=∠.  

  

. ان فرضية بطليموس التي اعتمدها لبرهان النظرية اعلاه هي تفسير اخر لبديهية بليفير: الانتقاد
  . هو افترض مايجب برهانهفهو افترضها من حيث لايعلم لذا ف
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  البديهية الخامسة لاقليدس// الفصل الثامن 

اذا قطѧع مسѧتقيمان بمسѧتقيم ثالѧث وآѧان مجمѧوع الѧزاويتين الѧداخليتين         : البديهية الخامسة لاقليدس
الجهѧة  فѧان المسѧتقيمين يتلاقيѧان فѧي تلѧك      , الواقعتين على جهة واحدة من القاطع اقل من قѧائمتين  

  .من القاطع اذا مدا بغير حد

  :البرهان

  .مستقيمان AB, CDليكن /  لمفروض ا  

  . على التوالي    X,Yيقطعهما في   EFوالمستقيم                  

18021بحيث  ان                   <∠+∠ .  

  . B,Dيلتقيان في جهة القاطع الحاوية   AB, CDالمستقيمان : ث. م   

  : البرهان

  .زيانمتلاقيان فانهما متوا AB,CDان لم يكن 

Th29  :18021وحسب  18021لان . ( وهذا خلاف الفرض  ∠+∠= <∠+∠ (  

  .يجب ان يتلاقيان   AB,CDاذن المستقيمين 

لاصبح لدينا مثلث فيه الزاويتين مجموعهما  A,Cمتلاقيان في جهة  AB,CDولو آان المستقيمان 
  ).يناقض نظرية اقليدس. (  180اآبرمن 

  . B,Dيتلاقيان من جهة  AB,CDلمستقيمان اذن ا

  

  :محاولة بروآلس لبرهنة بديهية اقليدس الخامسة

  افترض بروآلس لبرهان بديهية التوازي الفرضية التالية : البرهان

  ".المستقيم الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين فانه يقطع الاخر" 

ت الزاويتѧѧѧѧان الѧѧѧѧداخليتان  وآانAC  ,ѧѧѧѧمسѧѧѧѧتقيمين وقѧѧѧѧد قطعهمѧѧѧѧا القѧѧѧѧاطع     AB,CD/ المفѧѧѧѧروض
180<+ βα .  

  . B,Dيتلاقيان من جهة   AB,CD: ث.م

  :البرهان

  بحيث ان  AEنرسم 
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180=∠+∠ βCAE.  

اذا قطѧѧع مسѧتقيم مسѧѧتقيمين وآانѧѧت الزاويѧѧة الخارجيѧѧة تسѧѧاوي  " لاقليѧѧدس والتѧѧي تѧѧنص Th28مѧن  
او آѧان مجمѧوع الѧزاويتين الѧداخليتين     , مѧن القѧاطع  الزاوية الداخلية والمقابلة لهѧا فѧي نفѧس الجهѧة     

  ."يكون المستقيمان متوازيين, الواقعتين على جهة واحدة من القاطع يساوي قائمتين 

  . CDيوازي  AE: نحصل 

+>180ولكن  βα من الفرض.  

  . ∠αاآبر من   ∠CAEوبذلك  تكون 

  . ABلاينطبق على  AEأي ان 

وبѧذلك يتلاقѧى   ,   CDفيجѧب ان يقطѧع المѧوازي الاخѧر     ,  AEيقطѧع احѧد المتѧوازيين     ABلѧذا فѧان   
AB, CD  .  

لاصѧبح لѧدينا مثلѧث فيѧه زاويتѧين اآبѧر مѧن         A,Cيتلاقيان فѧي جهѧة    AB ,CDولو آان المستقيمين 
ل مѧѧن زاويتѧѧين  مجمѧѧوع  زاويتѧѧان فѧѧي مثلѧѧث آيفمѧѧا اتخѧѧذت اقTh17 "     ѧѧوهѧѧذا تنѧѧاقض مѧѧع    180

  أقليدس". قائمتين

  . B,Dاذن يجب ان يتلاقيان من جهة 

إذا احتوى الشكل الربѧاعي علѧى ثلاثѧة زوايѧا قѧوائم فѧان       " حاول أن يبرهن : محاولة عمر الخيام 
  ".الزاوية الرابعة تكون قائمة أيضا

قطعѧة   ثѧم رسѧم     ABعمودان على    AC, BDقطعة مستقيم وان    ABفرض ان : رباعي الخيام
  .  C,Dمستقيم بين 

  .وفيه   ABCDفتكون شكل رباعي 

١- 90=∠=∠ BA . زوايا متجاورة وقائمة  

٢- A‐C=B‐D   .  

  .يسمى هذا الشكل برباعي الخيام

 السѧمت   C‐Dويسѧمى الضѧلع   A,B ) الضѧلع الѧذي يصѧل الѧزاويتين     (القاعدة  A‐Bويسمى الضلع 
 ,ACويسѧѧمى ) . وهѧѧو الضѧѧلع المقابѧѧل للقاعѧѧدة   ( BD     انѧѧمى الزاويتѧѧاقين وتسѧѧبالسDC ∠∠ ,   

  .بزاويتي السمت 
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  :برهان عمر الخيام

  .برهن عمر الخيام ان زاويتي السمت في رباعي الخيام متساويتين : اولا

والسѧمت فѧي ربѧاعي الخيѧام      برهن عمѧر الخيѧام ان المسѧتقيم الواصѧل بѧين منتصѧف القاعѧدة       : ثانيا
  .يكون عموديا عليها

  : الخطأ في برهان عمر الخيام

  :اعتمد على بديهيات تكافئ بديهية التوازي وهي

  .اذا احتوى الشكل الرباعي على ثلاث زوايا قوائم فان الزاوية الرابعة قائمة - ١
 .المسافة العمودية بين مستقيمين متوازيين تكون ثابتة - ٢

  

  :محاولة جون والاس

ولكѧѧن هѧѧذه .فѧѧرض جѧѧون والاس انѧѧه بالامكѧѧان رسѧѧم مثلѧѧث مهمѧѧا يكѧѧن قياسѧѧه يشѧѧابه مثلثѧѧا معلومѧѧا  
  .العملية من مكافئات البديهية الخامسة لاقليدس

  

  : محاولة ساآيري 

حيث حѧاول اثبѧات ان مجمѧوع زوايѧا المثلѧث يسѧاوي زاويتѧين قѧائمتين وذلѧك ببرهنѧة ان مجمѧوع            
  .قائمتينزوايا السمت لرباعي الخيام يساوي 

  :لقد آان برهانه طويل ومعقد وغير واضح وقد  اعطى  بعض الحقائق الصحيحة منها

فѧان أي شѧكل   , اذا آان مجمѧوع زاويتѧي السѧمت فѧي شѧكل ربѧاعي الخيѧام واحѧد قѧائمتين           - ١
  .رباعي اخر مثل هذا يكون مجموع زاويتي السمت له قائمتان ايضا

خيѧѧام اقѧѧل او اآثѧѧر مѧѧن قѧѧائمتين او  اذا آѧѧان مجمѧѧوع زاويتѧѧي السѧѧمت فѧѧي شѧѧكل ربѧѧاعي ال   - ٢
فѧѧان مجمѧѧوع زوايѧѧا المثلѧѧث يكѧѧون اقѧѧل او اآثѧѧر او يسѧѧاوي لѧѧزاويتين      , يسѧѧاوي قѧѧائمتين  

 .قائمتين
فѧان  , اذا وجد مثلѧث واحѧد مجمѧوع زوايѧاه يسѧاوي قѧائمتين او اقѧل او اآثѧر مѧن قѧائمتين            - ٣

          ѧر مѧل او اآثѧائمتين او اقѧاوي قѧام يسѧاعي الخيѧي ربѧمت فѧي السѧائمتين  مجموع زاويتѧن ق
 .على التوالي

او ) اذا مѧدا ( آل مستقيمين في المسѧتوي امѧا ان يكѧون لهمѧا عمѧود مشѧترك او يتقاطعѧان         - ٤
 .يتقاربان باستمرار
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  :محاولة ليجندر

مجمѧوع زوايѧا المثلѧث    " حاول ليجندر اثبѧات بديهيѧة اقليѧدس الخامسѧة وذلѧك بѧان بѧرهن مكافئتهѧا         
  :رهان وآان هناك احتمالينافترض العكس بالب, " يساوي قائمتين 

  .لاقليدس ١٧ولكن هذا يخالف نظرية . اذا آان مجموع زوايا المثلث اآثر من قائمتين: اولا

  .والخلل في هذا البرهان هو مد قطعة المستقيم الى مالانهاية  وهذا غير صحيح

  

  .  اذا آان مجموع زوايا المثلث اصغر من قائمتين: ثانيا 

αn2180ى ان مجموع زوايا المثلث يساوي وهذا الاحتمال يؤدي ال وهذا غير ممكѧن  , سالبا  °−
  .لان مجموع زوايا المثلث موجب
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  الفصل التاسع

  " Hyperbdic Geometry" الهندسة الهذلولية 

  

بعد المحѧاولات التѧي بѧذلت مѧن قبѧل العلمѧاء فѧي برهѧان بديهيѧة التѧوازي الخامسѧة لاقليѧدس بѧدأوا              
يشكون في امكانيѧة برهѧان هѧذه  البديهيѧة ونتيجѧة لهѧذه المحѧاولات فقѧد ولѧدت الهندسѧة اللااقليديѧة            

بديهيѧѧة التѧѧوازي مѧѧن فرضѧѧيات اقليѧѧدس فقѧѧد بنيѧѧت الهندسѧѧة         وعنѧѧدما اثبѧѧت عѧѧدم امكѧѧان اشѧѧتقاق    
لقѧد تمكѧن العالمѧان    .ولقѧد بѧرهن العلمѧاء    . اللااقليدية على فرضيات اقليѧدس عѧدا بديهيѧة التѧوازي     

جون بوليا الهنغاري ولوباجفسكي الروسي بان البديهيѧة الخامسѧة مسѧتقلة عѧن البѧديهيات الاربعѧة       
  :امسة لاقليدس وحل محلها نقيضها في الحالة الاولى حيث تم تبديل البديهية الخ

هѧѧذه الهندسѧѧة بالهندسѧѧة   تѧѧدعى, وجѧѧود اآثѧѧر مѧѧن مѧѧواز واحѧѧد لمسѧѧتقيم مѧѧن نقطѧѧة خارجѧѧة عنѧѧه       
  .الهذلولية

  

  :البديهية المميزة  للهندسة الهذلولية

  : HPPبديهية التوازي الهذلولية 

Ax17   : اذا آانتP  نقطة لاتقع على مستقيم معلومm  , ط   فانهѧعاعان فقѧيكن  , يوجد شѧول
→

PR 

و 
→

PS  , بحيث ان:  

١- 
→

PR  و
→

PS شعاعين غير متعاآسين.  

٢- 
→

PR و
→

PS  لايقطعانm .  

أي شعاع  -٣
→

PQ  يقطعm   اذا وفقط اذا
→

PQ  يقع بين
→

PR  و
→

PS.  

  

آل من الشعاعين : تعريف 
→

PR  و
→

PS   المذآورين فيHPP  , يدعى موازي الىm  منP .  

  

  : ١٠٢مبرهنة 

بين شعاع موازي لمستقيم معلѧوم وشѧعاع يقطѧع المسѧتقيم المعلѧوم فѧان الشѧعاع         اذا آان شعاع يقع
  .يقطع المستقيم المعلوم

  :البرهان
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ليكن 
→

PR  و
→

PS  شعاعين يوازيان خطm  من نقطةP .  

و   mاية نقطة تقع على  Bو 
→

PQ   أي شعاع يقع بين
→

PR  و
→

PB .  

يجب ان نبرهن ان 
→

PQ  يقطعm .  

بما ان 
→

PB  يقطعm  , فانه منHPP  ,
→

PB  يقع بين
→

PR  و
→

PS . وبما ان
→

PQ  يقع بين
→

PR  و
→

PB  فانه منTh47, 1   : 
→

PQ  يقع بين
→

PR  و
→

PS  , ومنHPP   ,
→

PQ  يقطعm .  

وبنفس الطريقة اذا فرضنا ان 
→

PQ  يقع بين
→

PS  و
→

PB  فانه
→

PQ  يقطعm .  

  

من الواضح انه توجد مستقيمات عديѧدة لاتقطѧع  المسѧتقيم والتѧي هѧي ليسѧت موازيѧات        : ملاحظة 
  .للمستقيم 

  .ات التي لاتقطعالمبرهنة التالية تبين على ان الموازي هو اول المستقيم

  

اذا آان : ١٠٣مبرهنة 
→

PQ  لايقطع مستقيمm  ,   ينѧع بѧلكن أي شعاع يق
→

PQ  و
→

PB  ,  ث انѧحي

B  نقطة علىm  , يقطعm  , فان
→

PQ  يوازي المستقيمm .  

  :البرهان

و ,   mنقطة لاتقع على  P, مستقيما  mليكن 
→

PQ  شعاع لايقطعm .  

يوجد شعاعان :  HPPمن 
→

PR  و
→

PS   منP  ويوازيانm . لتكنB  اية نقطة علىm .  

  .لاتقععلى مستقيم واحد P,B,Q: من الفرض

Q  لاتقع على المستقيمPB .  

  . PBتي في احدى جه Qتقع 

 : HPPمن 
→

PR  و
→

PS  في الجهتين المتعاآستين للمستقيمPB .  

  :وعليه يوجد احتمالين

في جهة   Qاما تقع  - ١
→

PB  التي تحتويR .  
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تقع في جهة  Qاو  - ٢
→

PB  التي تحتويS . 
  

في جهة   Qندما تقع ع:  الاحتمال الاول
→

PB  التي تحتويR .  

  :وهذا يؤدي الى ثلاث احتمالات 

اما  - أ
→

PR  يقع بين
→

PB  و
→

PQ .  

او  - ب
→

PQ  يقع بين
→

PB  و
→

PR . 

او  - ت
→

PQ  =
→

PR. 
  

: في حالة أ 
→

PR  يقع بين
→

PB  و
→

PQ .  

: فمن الفرض 
→

PR  يقطعm  وهذا يخالفAx17 .  

: في حالة ب 
→

PQ قع بين ي
→

PB  و
→

PR .  

 : Th102حسب 
→

PQ  يقطعm وهذا يخالف الفرض.  

وعليه الحالة الوحيدة المقبولة عندما 
→

PQ  =
→

PR.  

تقع في جهة  Qوبنفس الطريقة اذا آانت 
→

PB  التي تحتويS .  

  

  : ١٠٤مبرهنة 

و ,  mلمسѧѧتقيم  Pهѧѧي اثѧѧر العمѧѧود النѧѧازل مѧѧن نقطѧѧة معلومѧѧة        Qاذا آانѧѧت نقطѧѧة  
→

PR  و
→

PS 
SPQRPQفان ,   mالى المستقيم   Pالموازيان من  ∠≅∠.  

   H.W: البرهان 

  

  : ١٠٥مبرهنة 

ن اذا آѧا 
→

PR  و
→

PS       ةѧن نقطѧوازيين مѧعاعين المѧا الشѧهمP    ومѧتقيم معلѧلمسm   ,   فѧان المنصѧف
  . mيكون عموديا على المستقيم  ∠RPSللزاوية 
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  :البرهان

:  Th41حسب 
→

PA  يقع داخل الزاوية.  

: وحسب التعريف 
→

PA  يقع بين
→

PR  و
→

PS.  

" :  Ax17 "HPPوحسب 
→

PA  يقطعm  في نقطة ولتكنQ .  

لو افترضنا ان 
→

PQ  لايكون عمودي علىm .  

يوجد , اقامة عمود على خط من نقطة خارجة عنه :  Th89وحسب 
→

'PQ  عمود علىm .  

'':   Th104وحسب  SPQRPQ ∠≅∠  

  
→

'PQ  هو منصف اخر للزاويةRPS∠  وهذا يناقضTh 82  "منصف الزاوية وحيد."  

نستنتج من هذا ان الشعاع 
→

PA على الخط  ويكون عمودي هو المنصف للزاويةm .  

  

  : ١٠٦مبرهنة 

و ,  mعلى مستقيم معلوم  Pهي اثر العمود النازل من نقطة  Qاذا آانت نقطة 
→

PR  و
→

PS  هما
  .اويتان حادتان ز ∠RPQو  ∠SPQفان ,  Pمن  mالشعاعان الموازيان للمستقيم 

  :البرهان

  :يجب ان نبرهن ان 

2,1   ).زاوية حادة(  90اقل من  ∠∠

  يتحقق واحد فقط مما يلي:  Th62حسب 

١- 2,1   .قوائم ∠∠

٢- 2,1   .منفرجة ∠∠

٣- 2,1   .حادة ∠∠

  

2,1عندما : الاحتمال الأول   .قوائم ∠∠
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  .جميع الزوايا القوائم متساوية:   ? Axوحسب 

21إذن  ∠=∠                 21 ∠≅∠ .  

2,1اذن الزاويتان    .متكاملتان ومتجاورتان ∠∠

2,1: ٥٨و نظرية  ٣وحسب نتيجة    .زوج خطييكونان  ∠∠

اذن 
→

PR  و
→

PS  متعاآسين وهذا تناقض معAx17 .  

  .الاحتمال الاول مرفوض

  

2,1عندما : الاحتمال الثاني   .منفرجة ∠∠

902الان  >∠  

يوجد شعاع : > وحسب تعريف العلاقة 
→

PE  قائمة ∠3بحيث ان  ∠2داخل.  

4,3   .قوائم  ∠∠

  .  180اذن مجموعهما 

  ١. ....... mيوازي   PEنحصل على :  Th74حسب 

ولكن الشعاع 
→

PE  يقع بين القاطعPQ   والموازيPR  )  2لانه داخل∠.(  

الشعاع :  Th102وحسب 
→

PE  يقطع الخطm .  

  .ولكن الشعاع جزء من الخط
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  ٢.......... mيقطع الخط  PEاذن الخط 

  .نحصل على تناقض ٢و  ١من 

  .اذن الاحتمال الثاني مرفوض

2,1اذن الاحتمال الوحيد المقبول هو ان    .حادتان ∠∠

  :١٠٧مبرهنة 

اذا آان الشعاع 
→

PS  موازيا الى مستقيمm  من نقطةP  , وX ط هي نقطة على الخPS  بحيث ان
X‐P‐S    

من الخطأ ان يكون  - ١
→

PX  موازيا الىm .  
من الخطأ ان يكون  - ٢

→

PX  قاطعا الىm . 
 . mلايقطع  PSالمستقيم  - ٣
٤ -   

ليكن / تعريف 
→

PR  و
→

QS  وان , شعاعين لايقعان على مستقيم واحد Q   وP   انѧنقطتان مختلفت

يقال ان , 
→

PR  و
→

QS  في نفس الاتجاه اذا وفقط اذا آانا في نفس الجهة من الخطPQ .  

اذا آان / تعريف
→

PS    طѧوازي خѧشعاعا يm    ةѧن نقطѧمP  ,  انѧواذا آ
→

QX    ىѧعاع علѧأي شm  ,

في نفس اتجاه 
→

PS  , فانه يقال ان
→

PS  يوازي
→

QX .  

  

  :١٠٨مبرهنة 

,  mنقطѧѧة لاتقѧѧع علѧѧى  Pمسѧѧتقيما و  mلѧѧيكن 
→

PR  وازيѧѧعاعا يѧѧشm   نѧѧمP    تѧѧاذا آانA  أي

نقطѧѧѧة علѧѧѧى المسѧѧѧتقيم الѧѧѧذي يحتѧѧѧوي 
→

PR  , اѧѧѧان امѧѧѧأي ان اذا آP‐A‐R   اوA‐P‐R  , انѧѧѧف
→

AR 
  . mيوازي 

  

  :١٠٩مبرهنة 

اذا آان 
→

AR  يوازي
→

BS   فان
→

BS  و يوازي
→

AR.  

  

  :١١٠مبرهنة 
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  .فان احداهما يوازي الاخر, اعان في نفس الاتجاه ويوازيان شعاعا ثالثا اذا آان شع

  : ١١١مبرهنة 

  .الزاويتان المتناظرتان المتكونتان من موازيين واي قاطع غير متطابقتين 

  :البرهان

ليكن 
→

XR  يوازي
→

YS  وان الخطAB  يقطع الشعاع
→

XR  فيA  والشعاع
→

YS  فيB .  

BA   ).ذلك لان الشعاعين غير متقاطعين (  ≠

  .  B‐A‐Cبحيث  Cتوجد نقطة :  Ax9وحسب 

CARCBSالزاويتان  ∠∠   .متناظرتان ,

2,1وللسهولة    .متناظرتان  ∠∠

  . ∠2لاتطابق  ∠1يجب ان نبرهن ان 

: التعريف +  Th108من 
→

AR يوازي
→

BS.  

21نفرض ان  ∠≅∠ .  

901وان   902فانه  ∠= =∠.  

  .قائمة ايضا ∠3وبالتالي نحصل ان 

32وعليѧѧه فѧѧان  لانѧѧه يجѧѧب ان تكѧѧون احѧѧداهما حѧѧادة عنѧѧدما يكѧѧون  ,  Th106تنѧѧاقض مѧѧع ( ∠≅∠
  ).احدهما قائمة 

  , A‐Bمنتصف القطعة  Mناخذ النقطة 

  . ARنرسم عمود على الخط  Mومن نقطة 

AEواضح ان    ).ليست قائمة  ∠3لان (  ≠

  ). Th28حسب (  ABتوجد في احدى جهات الخط  Eوان النقطة 

علѧѧى الشѧѧعاع   Dوناخѧѧذ نقطѧѧة  
→

BS     طѧѧة الخѧѧي جهѧѧع فѧѧا تقѧѧوانهAB   ويѧѧي لاتحتѧѧالتE  ث انѧѧبحي
DBAE   ). Ax11حسب (  −≅−

  وفيهما  ∆∆,BMDAMEوالان نطابق ,  MDنصل الخط :  Ax1وحسب 

908 ARMEلان ( بالعمل  ∠= ⊥.(  
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902وان    ).بالافتراض ( ∠=

BMMAوان  −≅−  )M   نقطة منتصف.(  

  يتطابق المثلثان ومن التطابق ينتج:  Th56حسب 

54 Ax15  :66وحسب , ∠≅∠ ∠≅∠ .  

5,6بما ان    .تكونان زوج خطي ∠∠

6,4:  وحسب تعريف الزوايا المتكاملة    .تكونان متكاملتان لانهما يكافؤان زوجا خطي ∠∠

6,4بما ان   : ٣نتيجة  Th58حسب , متكاملتان وتجاورتان  ∠∠ 6,4   .تكونان زوجا خطيا ∠∠

اذن الشعاعين 
→

ME  و
→

MD متعاآسين.  

87وآذلك نحصل  ∠≅∠ .  

  .قائمة ∠8ولكن 

  .قائمة ايضا ∠9قائمة وان  ∠7اذن 

لѧѧѧѧدينا الشѧѧѧѧعاع الان اصѧѧѧѧبح 
→

ED  وازيينѧѧѧѧعاعين المتѧѧѧѧى الشѧѧѧѧود علѧѧѧѧعم
→

ER  و
→

DS , ث انѧѧѧѧبحي
  .قوائم ∠9,∠8

  .∠2لاتطابق   ∠1اذن :  Th106وهذا تناقض مع 

  

الزاويتѧѧان الѧѧداخليتان المتبادلتѧѧان المتكونتѧѧان مѧѧن مسѧѧتقيمين متѧѧوازيين واي قѧѧاطع غيѧѧر       : نتيجѧѧة 
  .متطابقتين

  : البرهان

  ∠3لاتطابق  ∠Th111 :1حسب 

32: ٢نتيجة  Th58حسب  ∠≅∠  

  .∠2طابق لات ∠1اذن 

  

  ) مثلث ذو راسين ( المثلث المحاذي 
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فѧѧان الشѧѧكل النѧѧاتج يѧѧدعى مثلѧѧث محѧѧاذي او مثلѧѧث ذو   , عنѧѧدما يقطѧѧع مسѧѧتقيمين متѧѧوازيين بقѧѧاطع  
  :سنتناول خواصه آما يلي,  T‐V‐Tويرمز له  Two – vertices‐ triangleراسين 
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ليكن الشعاعين
→

XR  يوازي
→

YS  وقد قطعهما قاطع في النقطتينA,B على الترتيب بحيث آان:  

١ - X‐A‐R   
٢ - Y‐B‐S  
  :يعرف بانه RABSان المثلث المحاذي : اولا 

},{)( BABABSARRABS UUU −=∆
→→

   

A‐B  تدعى ضلع المثلث المحاذي,A,B تدعيان الراس.  

ABSBARلѧѧزاويتين ا: ثانيѧѧا ∠∠ 2,1او بعبѧѧارة اخѧѧرى  , , , يسѧѧميان زوايѧѧا المثلѧѧث المحѧѧاذي   ∠∠
  .وآذلك تدعيان الزاويتين الداخليتين

XABYBAالزوايا : ثالثا ∠∠ 4,3او بعبارة اخѧرى  ,  , وزاويتاهمѧا الراسѧيتان زوايѧا خارجيѧة      ∠∠
  .ثلث المحاذيللم

لѧѧѧو اخѧѧѧذنا زوج مѧѧѧن الزوايѧѧѧا احѧѧѧدهما داخليѧѧѧة والاخѧѧѧرى خارجيѧѧѧة لمثلѧѧѧث محѧѧѧاذي وغيѧѧѧر : رابعѧѧѧا

فانهما يسميان داخلية مقابلة وخارجية مقابلة نسبة واحدة للاخرى مثل , متجاورتين 
2,3
1,4

∠∠
∠∠  

  يةيعرف داخل المثلث المحاذي هو عبارة عن تقاطع المجموعات التال: خامسا

  )RABSداخل المثلث )=( Bالحاوية  ARجهة A  (I )الحاوية  BSجهة R(I)الحاوية  ABجهة الخط (

  يعرف خارج المثلث المحاذي آما يلي: سادسا

  خارج المثلث المحاذي= ‐X)  داخل المثلث المحاذي(

  .المستوي الكلي:  Xحيث تمثل 

  .مجموعة آل النقاط التي لاتقع على المثلث ولاتقع في داخله: اخرى او بعبارة

 : ١١٢مبرهنة 

  :فان RABSنقطة في داخل مثلث محاذي  Pلتكن 

  .واي راس من المثلث يقطع الشعاع الاخر Pالخط الذي يمر من  - ١
 .ويوازي أي من الشعاعين يقطع الضلع Pالخط الذي يمر من  - ٢
  :البرهان

  المثلث المحاذي تقع في داخل  Pبما ان  - ١
  . ∠1تقع داخل  Pاذن 

:  Th41وحسب 
→

AP 1يقع داخل∠.  
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الشعاع : حسب تعريف شعاع بين شعاعين
→

AP  يقع بين
→

AR  ,
→

AB زي وان احدهما موا
  .والاخر  قاطع

الشعاع :  Th102وحسب 
→

AB  يقطع الخطBS  في نقطة ولتكنC.......١  

BCواضح ان    ).على الزاوية Bو ∠1تقع داخل  Cلان ( ≠

الشعاع 
→

AC  1يقع داخل∠.  

  .∠1تقع داخل  Cتالي فان النقطة وبال

  . Cالحاوية  ABتقع في جهة  Cاذن النقطة 

  ٢........ Sالحاوية  ABتقع في جهة الخط  Cاذن 

:  ٦,  Th28و  ١,٢من 
→

∈ BSC .  

  .∠2يقطع شعاعي  APوهو نفسه  ACاذن اصبح لدينا الخط 

الشعاع  اذن
→

AP  يقطع
→

BS  في    C .  

وبنفس الطريقة نبرهن ان 
→

BP سيقطع الشعاع  
→

AR.  

٢ - H.W   
  

  :١١٣مبرهنة 

  :اذا آان مستقيم لايمر باي راس من مثلث محاذي وانه

  .شعاع الاخر او الضلع فانه يقطع ال, يقطع احد الشعاعين  - ١
 .فانه يقطع شعاعا واحدا فقط من الشعاعين,  يقطع الضلع ولايوازي أي شعاع  - ٢
  :البرهان

  ؟ - ١
 . Cفي نقطة ولتكن  ABيقطع  mنفرض  - ٢
أي ( لايوازي أي شعاع  mوان 

→

AR ,
→

BS .(  

نرسم الشعاع  Cمن نقطة ):  Ax17  )H.P.Pوحسب 
→

CT  ويوازي
→

AR.  

:  Th110وحسب 
→

CT  يوازي
→

BS.  
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  .    RACT  ,  TCBSوبذلك حصلنا على مثلثين محاذيين 

mXاذن توجد نقطة     ؟ ∠2او داخل ,  ∠1تقع داخل  Xبحيث ان ,  ∋

سيقطع الشعاع  mالخط : ١, Th112وحسب 
→

AR .  

سيقطع الشعاع  mاو الخط 
→

BS وليس آلاهما.  

  :١١٤مبرهنة 

  .الزاوية الداخلية لمثلث محاذي تكون اصغر من الزاوية الخارجية المقابلة لها

  :١١٥مبرهنة 

, والضلعين متطابقين , اذا آانت زاوية في مثلث محاذي تطابق زاوية في مثلث محاذي اخر 
  .فان الزاويتين الباقيتين متطابقتان

  :البرهان

  :مثلثين محاذين فيهما   'RABS,  R'A'B'Sلتكن 

'' BABA −≅−  

'BB ∠≅∠  

AA': يجب ان نبرهن ان ∠≅∠  

  :الان نناقش الزاويتان اعلاه

  يتحقق واحد فقط مما يلي:  Th62حسب 

'AA ∠<∠  

AA ∠<∠ '  

'AA ∠≅∠  

AAعندما : الاحتمال الاول  ∠<∠ '  

يوجد شعاع  : وحسب تعريف العلاقة اصغر من 
→

AC داخلA∠  21بحيث ان ∠≅∠  

: Th102وحسب 
→

AC  يقطع
→

BS  في نقطة ولتكنD .  

على الشعاع  'Dنختار النقطة :  Ax11وحسب 
→

''SB  بحيث ان'' DBDB −≅−  
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  . 'A'D نصل:  Ax1وحسب 

,'''نناقش  BDAADB∆∆ وفيهما:  

43 '', بالفرض  ∠≅∠ DBDB   بالعمل −≅−

'' BABA −≅−.  

51يتطابق المثلثين ومن التطابق ينتج :  Th SASوحسب  ∠≅∠  

21ولكن ∠≅∠  

Ax15  :52حسب  ∠≅∠  

:  Ax14وحسب 
→→

= '''' RADA  وهذا تناقض لان
→

''RA  يوازي
→

''SB  و
→

''DA  يقطع
→

''SB.  

  .اذن الاحتمال الاول مرفوض

AA'وبنفس الطريقة نبرهن ان     .رفوض ايضااحتمال م ∠>∠

AA'الاحتمال الوحيد المقبول هو  ∠≅∠.  

  

على التوالي الزاويتين في مثلث ,  اذا آانت الزاويتان في مثلث محاذي تطابقان: ١١٦مبرهنة 
  .فان الضلعين متطابقان, محاذي اخر 

    H.W:البرهان

  . 180 في الهندسة الهذلولية يكون مجموع زوايا المثلث اقل من: ملاحظة

  :مثلث فان الانحراف المثلثي يعرف آما يلي ABCليكن : تعريف الانحراف المثلثي

)CBA ∠+∠+∠ (-180 ) =ABC∆ (Defect  

  . 150مجموع زواياه  ABCاوجد الانحراف المثلثي لمثلث / مثال 

  . 30/ ج
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في رسالة   ١٨٥٤ان اول من اشار الى هذه الهندسة هو العالم الالماني ريمان في عام     
وآما " وهي احدى مكافئات البديهية الخامسة لاقليدس " الدآتوراه  حيث اخذ نقيض بديهية بليفر 

  :يلي 
  :البديهية المميزة للهندسة الاهليجية

  ".خارجة عنهلايمكن رسم  أي مواز لخط معلوم من نقطة " 
. الغير محدود  المستقيم الغير منتهي  وفكرة  المستقيم وفي هذه الهندسة ميز ريمان بين فكرة 

على سطح آرة نصف وبذلك اخذ الخطوط اقواس لدوائر عظيمة ) حيث سابقا لايوجد فرق(
هوم ولكن غير محدود في المفحيث له محيط معلوم , فان الخط منتهي بالطول .  aقطرها الثابت 

  . الذي نستمر فيه حول الكرة  دون توقف
  

  .اذا الكرة هي نموذج لهذه الهندسة
  .نقاط هذا النموذج هي نقاط على سطح الكرة

فان , بما ان الدوائر العظمى تتقاطع دائما  .لهذا النموذج هي دوائر عظيمة المستقيمات وان 
  . ة للمستقيمولذلك لاتوجد مستقيمات موازي, المستقيمين يتقاطعان دائما 

فان النقطتين لاتعينان , بما ان توجد عدد غير منته من دوائر عظمى تمر بنقطتين متقابلتين بالقطر
والتحول من الهندسة الاقليدية . وبذلك فان بديهيات الوقوع غير متحققة. دائما مستقيما واحدا فقط

سة الاقليدية الى الهندسة الى الهندسة الاهليجية لايتم بسهولة آما يتم مع التحول من الهند
  .الهذلولية

  
  

  :يوجد نوعان من الهندسة الاهليجية
والتي يكون فيها أي مستقيمين يتقاطعان  ) (Single E.G   :الهندسة الاهليجية الاحادية - ١

وآمثال . وان المستوى الاهليجي  يتميز بان سطحه له جهة  واحدة . في نقطة واحدة فقط
   .عليها هو نصف آرة فقط اخر ونموذج , ورقة موفيسبسيط على ذلك 

  
  

والتي يكون فيها أي مستقيمين يتقاطعان  (Double E.G) : الهندسة الاهليجية الثنائية - ٢
مثلا الكرة التي فيها  .وان المستوي الاهليجي يتميز بان سطحه  له جهتين . في نقطتين  

 .جهتين 
  

وجة يتقاطعان في نقطتين ويحيطان منطقة أي مستقيمين في الهندسة الاهليجية  المزد: ١مبرهنة 
  .او الخط المار بنقطتين متقابلتين ليس وحيد .  A≠0حيث ان   Aلمساحة منتهية 

  
  .سنوضح عددا من المبرهنات المشترآة للهندسة الاحادية والمزدوجة  
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مثلا تقاطع خطوط الطول والعرض . العمودان على نفس المستقيم يتقاطعان في نقطة : ٢مبرهنة 
  .على سطح الكرة الارضية

حيث ان الخطين في المستوي يتقاطعان , نستنتج هذه المبرهنة من البديهية المميزة لهذه الهندسة 
  .دائما

  
وبالعكس آل , الاعمدة على آل النقاط لمستقيم تلتقي في نقطة تدعى قطب الخط: ٣مبرهنة 

مثل خطوط الطول هي نماذج للخطوط  .يا على المستقيم مستقيم يمر بالقطب يكون عمود
  .وان آل  هذه الخطوط تتقاطع في القطبين الشمالي والجنوبي  , العمودية على خط الاستواء 

  .هي المسافة القطبية للمستقيم, من قطب مستقيم للمستقيم  qالمسافة 
  

∠=∠=90الذي فيه ,   ABCفي أي مثلث : ٤مبرهنة  CB  ,A∠  تساوي او ,تكون اصغر من
  . qاو اآبر من المسافة القطبية , تساوي , اصغر من  BCنسبة الى ان القطعة  90اآبر من 

  
  . 180مجموع زوايا المثلث هو اآبر من : ٥مبرهنة 
  : البرهان

وهذان    B,Cعلى  l نرسم مستقيمين عمودين من.   lنقطتين مختلفتين على مستقيم  B, Cلتكن 
   . Aالمستقيمان سيتقاطعان في نقطة 

  . 180ولذلك فان مجموع زوايا المثلث اآبر من 
  

  :جدول لمقارنة بين الهندسة الاقليدية واللااقليدية 
  
  اهليجية  هذلولية  اقليدية   

نقطة واحدة  في  يتقاطع المستقيمان في 
  الاآثر

نقطة واحدة على 
  الاآثر

  )ديةاحا(نقطة واحدة 
  )المزدوجة(نقطتان 

  
 Pمستقيما و  lليكن 

 lنقطة لاتقع على 
  .فانه

يوجد موازي واحد 
 lوواحد فقط للمستقيم 

 Pمن 

يوجد موازيان 
   Pمن  lللمستقيم 

  lلايوجد موازي الى 
 Pمن 

يفصل المستقيم الى 
  نصفين

  آلا  بواسطة نقطة  بواسطة نقطة

اذا قطع مستقيم احد 
مستقيمين متوازيين 

  انهف

  __  قد يقطع ا و لا يقطع  يقطع الاخر

العمودان على نفس 
  المستقيم يكونان

  متقاطعان  غير متوازيين  متوازيين

تساوي زاويتين   مجموع زوايا المثلث
  قائمتين  

اقل من زاويتين 
  قائمتين

اآثر من زاويتين 
  قائمتين
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  :الهندسة الاسقاطية الترآيبية
  

  :نستذآر البديهيات الاربع الخاصة بالهندسة الاسقاطية التي تناولناها بالفصل الاول
  .يوجد مستقيم واحد فقط يحتويهما,  πفي  Bو  Aلاي نقطتين مختلفتين  - ١
 .آل مستقيم يحتوي على ثلاث نقاط في الاقل - ٢
 .∌lAبحيث ان  lويوجد في الاقل مستقيم واحد  Aة واحدة توجد في الاقل نقط - ٣
 .أي مستقيمين مختلفين يشترآان في نقطة واحدة في الاقل - ٤

  
  

  .يتقاطعان بنقطة واحدة وواحدة فقط πفي  l,mأي مستقيمين مختلفين : ١مبرهنة 
  

  .يمر بها ثلاث مستقيمات في الاقل πاية نقطة في : ٢مبرهنة 
  

  )  Principle of duality( الثنائية  مبدأ
 الأخѧѧرىحصѧѧول واحѧѧدة مѧѧن  أمكѧѧن إذا للأخѧѧرى)  dual(ثنائيѧѧة  أحѧѧداهماعبارتѧѧان تكѧѧون : تعريѧѧف

  . الأخرىمحل  أحداهما" المستقيم" و " النقطة" بتبديل الكلمتين 
  .ر به نتيجة لذلك تقع على          يم

  .نصل خط بين نقطتان           يتقاطع الخطان
  .نقاط على خط واحد             خطوط ملتقية بنقطة واحدة

  اوجد مثنى العبارة التالية: مثال 
  . lخارجة من خط معلوم  Aنقطة  الأقليوجد على 

  . Aلايمر من نقطة معلومة  lخط  الأقليوجد على ):  dual(المثنى 
  

حصلنا على نفس العبارة بتبديل الكلمتين  إذا)   self dual( عى العبارة ثنائية نفسها تد// ملاحظة
  ".المستقيم" و " النقطة" 

  "مع الخطوط الواصلة بينها ثلاث نقاط مختلفة ولا تقع  على مستقيم واحد " المثلث // مثال
  .بنقطة واحدة مع نقاط تقاطعهما يثلاث خطوط مختلفة ولا تلتق//  المثنى

  
لѧذا  ,  من الجدير بالذآر نلاحظ إن مبѧدأ الثنائيѧة يتحقѧق علѧى البѧديهيات  الأربѧع  الأولѧى        : ملاحظة

  .فان أي عبارة نحصل عليها من البديهيات الاربع تكون صحيحة
, هѧي ثنائيѧة نفسѧها     ٣بديهيѧة  ,  ٢هي ثنائية بديهية  ٢مبرهنة ,  ١هي ثنائية بديهية رقم  ١فمبرهنة 

  " .يوجد على الاقل مستقيم واحد يحتويهمالاي نقطتين "  ٤وثنائية بديهية 
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    Pencil of lines":حزمة المستقيمات" تعريف 
  " .vertex" تدعى رأس الحزمة  Oالنقطة .  Oهي مجموعة آل المستقيمات التي تمر بنقطة 

  
   Pencil of points" : حزمة النقاط"           

  ". axis" يدعى محور الحزمة  lالمستقيم .  lمستقيم  هي مجموعة آل النقاط التي تقع على
  

  . πهو مجموعة جزئية غير خالية من المستوي الاسقاطي " : الشكل"        
  

  :  Configurationتعريف التشكيلات 
  :بحيث ان ,  πمن المستقيمات في  nمن النقاط  و   mمجموعة من 

 .من المستقيمات aيمر بها عدد ثابت وهو من النقاط  mآل نقطة من  
 .من النقاط  bمن المستقيمات يحتوي على عدد ثابت وهو  nآل مستقيم من  

ba(هي تشكيل  nm ,. (  
22(تشكيل المثلث : امثلة  3,3(  
22(تشكيل  المربع :         4,4.(  
22(تشكيل الخماسي :        5,5.(  
33( تشكيل فانو :        7,7.(  
32...... (تشكيل:          ؟)4,6
23......( تشكيل :          ؟)6,4

  
  :٣مبرهنة رقم 

ba(اذا آان  nm   . ma=nbفان , لمستوي الاسقاطي تشكيلا في ا) ,
  :البرهان

مѧن   maفانѧه ينبغѧي ان يكѧون    , مѧن المسѧتقيمات    aمن النقاط يمѧر بهѧا    mبما ان آل نقطة من 
مѧѧن  bأي ان المسѧѧتقيم يتكѧѧرر  , مѧѧن النقѧѧاط   bلكѧѧن آѧѧل مسѧѧتقيم يحتѧѧوي علѧѧى     . المسѧѧتقيمات 

  .المرات
nيكون عدد الخطوط , لذلك 

b
ma

=  

  .    ma=nbن أي ا
  

اذا احتѧوى عѧل عѧدد النقѧاط آعѧدد      )   self - dual(يقال عن تشكيل انѧه ثنѧائي نفسѧه    : تعريف 
  .المستقيمات 

)ba nm   . m=nهو ثنائي نفسه اذا آان ) ,
  . am=mbلان ,  a=bفان 

bb (أي ان التشكيل ثنائي نفسه يكون  mm ,. (  
  ).  bm(سنرمز لهذا التشكيل بالرمز 

  .تشكيل ثنائي نفسه )  23(المثلث هو // مثال 
  
وسѧتة مسѧتقيمات تتعѧين    , لاتوجد أي ثلاثة منها على مستقيم واحد,  πاربع نقاط في : تعريف 

  ) .  a complete quadrangle(تكون رباعي زوايا تام من ازواج هذه النقاط 
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تدعى هذه النقاط الرؤوس والمستقيمات التي تتعين من هذه النقاط اضلاع رباعي الزوايا التام  
ونقول ربѧاعي الزوايѧا   , سنرمز لرباعي الزوايا التام برؤوسه وعادة نطلق عليه رباعي زوايا 

)ABCD  (آما في الشكل التالي:  
توجѧد ثلاثѧة ازواج    . ي رباعي الزوايا يقال عنهمѧا متقѧابلين اذا لѧم يشѧترآا بѧاي راس      ضلعان ف

نقطѧѧة تقѧѧاطع زوج مѧѧن الاضѧѧلاع المتقابلѧѧة    . مѧѧن هѧѧذه الاضѧѧلاع المتقابلѧѧة فѧѧي ربѧѧاعي الزوايѧѧا    
  . رباعي الزوايا له ثلاث نقاط قطرية. لرباعي الزوايا تدعى نقطة قطرية لرباعي الزوايا 

  ,  A,B,C,D: الزوايا هيتكون رؤوس رباعي 
  . BC, BD ,CD, DA ,AB ,AC: والاضلاع هي 

هѧѧي نقطѧѧة قطريѧѧة لربѧѧاعي الزوايѧѧا  Gونقطѧѧة تقاطعهمѧѧا  CDهѧѧو  ABالضѧѧلع المقابѧѧل للضѧѧلع 
)ABCD .(      ريѧѧث القطѧѧدعى المثلѧѧا يѧѧون مثلثѧѧام تكѧѧا التѧѧاعي الزوايѧѧة لربѧѧاط القطريѧѧذلك النقѧѧل

  .لرباعي الزوايا التام
  

Ax5 )النقاط القطرية لرباعي الزوايا التام لاتقع على مستقيم واحد:  )بديهية فانو.  
  

  رباعي الاضلاع التام: تعريف
, ثلاث منها تلتقي بنقطة واحѧدة  هو شكل رباعي يتكون من اربعة مستقيمات بحيث لاتكون أي

  تكون رباعي اضلاع تـــــــــــام , وست نقاط تتعين من تقاطع ازواج من هذه المستقيمات 
)a complete quadrilateral   .(     دعىѧѧام تѧѧلاع تѧѧاعي اضѧѧون ربѧѧي تكѧѧتقيمات التѧѧالمس

نرمѧѧز لربѧѧاعي الاضѧѧلاع التѧѧام   . اضѧѧلاعه والنقѧѧاط المتعينѧѧة مѧѧن المسѧѧتقيمات تѧѧدعى رؤوسѧѧه     
  ) . abcd(باضلاعه  

توجѧد ثلاثѧة   . راسان لرباعي الاضلاع التام يقال عنهما متقابلين اذا لم يقعѧا علѧى نفѧس الضѧلع     
المسѧѧتقيم الواصѧѧل بѧѧين زوج مѧѧن  . ج مѧѧن هѧѧذه الѧѧرؤوس المتقابلѧѧة فѧѧي ربѧѧاعي اضѧѧلاع تѧѧام  ازوا

  ) .  a diagonal line(الرؤوس المتقابلة لرباعي اضلاع تام يدعى خطا قطريا 
  

  ثنائية بديهية فانو: ٤مبرهنة 
  .الخطوط القطرية لرباعي اضلاع تام لاتلتقي بنقطة واحدة

  :البرهان
  :فان الرؤوس لهذا الرباعي هي. اضلاع تام رباعي )   abcd(ليكن 

  

FdbCca
EdaBcb
DdcAba

==
==
==

II

II

II

,
,
,

  

  .  AD, BE, CF: الخطوط القطرية تكون 
PBECFلتكن  =I  

  .  ADلاتقع على  Pيجب ان نبرهن ان 
  .  P, A ,D: نقاطه القطرية هي, ) BCEF(ناخذ رباعي الزوايا التام 

  . لاتقع على مستقيم واحد  P, A ,Dالنقاط القطرية : ٥من بديهية 
  . ADلاتقع على المستقيم   Pفان , لذلك 

  
  :٥مبرهنة 

  .المستقيم في مستوي اسقاطي يحقق البديهيات الخمس يحتوي على اربع نقاط في الاقل
  :البرهان
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 G,Fبمѧѧا ان النقطتѧѧين . نقاطѧѧه القطريѧѧة    E,F,Gولѧѧتكن ,  ) ABCD( ناخѧѧذ ربѧѧاعي زوايѧѧا 
  .مختلفان BCو  GFفان المستقيمين ,  BCالمستقيم لاتقعان على 

  . Pلذلك يجب ان يتقاطعان في نقطة واحدة ولتكن 
BP وهѧѧذا  Gو  Bفѧѧي نقطتѧѧين مختلفتѧѧين  ABيقطѧѧع  GFفѧѧان ,   P = Bلانѧѧه اذا آѧѧان ,  ≠

  .١تناقض مع مبرهنة 
CP,بنفس الطريقة  EP,  ٥ية وآذلك من بديه.  ≠ ≠.  

  . Eو ,  B  ,Cالتي تختلف عن ,  BCهي النقطة الرابعة على الخط  Pوهكذا 
  

  مثلثين منظورين من نقطة: تعريف 
اذا وجѧѧد تنѧѧاظر متبѧѧاين بѧѧين    Oمѧѧن نقطѧѧة ) perspective(منظѧѧورين  πيكѧѧون مثلثѧѧان فѧѧي 

.  Oلمستقيمات الواصلة بين الرؤوس المتناظرة تمر مѧن نقطѧة   رؤوس المثلثين بحيث ان آل ا
  .مرآز المنظورية Oتدعى 

 ,'Aتنѧاظر   A, B, Cبحيѧث ان   Oالمنظѧورين مѧن نقطѧة     'A'B'Cو   ABCيرمز للمثلثѧين  
B', C'   بالرمز , على التوالي''' CBAABC

O
∆=∆

Λ
.  

  
  :حسب مبدا الثنائية 

بѧين اضѧلاع المثلثѧين بحيѧث     اذا وجد تناظر متباين  lمنظورين من مستقيم  πيكون مثلثان في 
  .محور المنظورية lيدعى .  lان آل نقاط تقاطع الاضلاع المتناظرة تقع على المستقيم 

'''و  ∆ABCاذا آѧѧان  CBA∆  نѧѧورين مѧѧمنظl  ث انѧѧبحيAB, BC, CA   اظرѧѧتنA'B', 
B'C', C'A'   على التوالي يرمز لهذا بالرمز''' CBAABC

l
∆=∆

Λ
 .  

  
Ax6 : بديهية ديزارك  

  .فانهما يكونان منظورين من مستقيم, اذا آان مثلثان في مستوي اسقاطي منظورين من نقطة 
'''و   ∆ABCاذا آان , هذا يعني  CBA∆  مثلثين بحيث انAA', BB', CC'   تلتقي جميعا  

  

فان النقاط          ,  Oفي نقطة 
''
''
,''

ACCAN
CBBCM

BAABL

I

I

I

=
=
=

  

  
  .تقع على مستقيم واحد

  
  ثنائية بديهية ديزارك: ٦مبرهنة 

  .فانهما يكونان منظورين من نقطة, اذا آان مثلثان في مستوي اسقاطي منظورين من مستقيم 
  :البرهان

  ليكن ,  lنظورين من مستقيم مثلثين م 'A'B'Cو  ABCليكن 
  

    
''
''
,''

ACCAN
CBBCM

BAABL

I

I

I

=
=
=

  

 'AA',BB',CCيجѧب ان نبѧرهن علѧى ان المسѧتقيمات     .  lتقѧع علѧى المسѧتقيم     L ,M ,Nفان 
  .تلتقي بنقطة
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''لتكن  CCBBO I=  سنبرهن انAA'  يمر منO .  

  أي ان ,  Mمنظورين من   'LBB',  NCCالمثلثان 

'' NCCLBB
M
∆=∆

Λ
  

ANCLBالنقاط : ٦لذلك من بديهية  =I ,OCCBB =''I , و''' ANCLB =I    ىѧع علѧتق
  . مستقيم واحد 

  . Oوالمثلثين يكونان منظورين من النقطة  Oيمر من  'AAان وبالتالي ف

  ) Harmonic Sets(المجموعات التوافقية 

  أي مفهوم المجموعات التوافقية , سنتناول نتيجة اخرى لبديهية فانو 

  : تعريف

  Pتعѧين حزمѧة مسѧتقيمات حيѧث      Pوالنقطة  Fنقاط ,  Fنقطة لاتنتمي الى  Pشكلا و  Fليكن 
)  Point Section(تѧدعى قطѧع نقطѧي      Pان حزمة المستقيمات مѧع الѧراس    .راس الحزمة 

  . Pمن  Fللشكل 

وحزمة المستقيمات الاربعة المارة مѧن  ,  ∌ABCDPو  ABCDرباعي الزوايا التام  : مثال
P  معP  تدعى بالقطع النقطي للشكلABCD  منP .  

تعѧين حزمѧة    lوالمستقيم  Fمستقيمات ,  Fتمي الى مستقيما لاين  lشكلا   و   Fليكن : تعريف
  :مثال, يسمى محور القطع الخرطي  lمن النقاط  تدعى قطع خرطي والخط 

المتولѧدة مѧن تقѧاطع الخطѧوط       A1,……….A6فان النقاط ,  ABCDناخذ رباعي الزوايا التام 
  .تولد حزمة من النقاط تسمى قطع خطي lالستة لرباعي الزوايا مع الخط 

  : يفتعر

هѧي مجموعѧة توافقيѧة مѧن نقѧاط اذا       lعلѧى مسѧتقيم    A,B,C,Dمجموعة مرتبة من اربѧع نقѧاط   
تقعѧان علѧى الضѧلعين البѧاقيين      Dو  Cنقطتѧين قطѧريتين و    Bو  Aوجد رباعي زوايا تام فيѧه  

  .من رباعي الزوايا التام 

  //ملاحظات

 . تكون مجموعة توافقية" A, B,C,D"يرمز للعبارة  H(AB,CD)الرمز   
 H(AB,CD)                     H(BA, CD )         ينѧديم بѧاخير والتقѧالتA,B    ؤثرѧلاي

 .حسب شروط التعريف
 H(AB,CD)                        H(AB,DC)      نفس السبب السابق بالنسبةC,D  

  وفيه نقطة ,  PQRSفي الشكل رباعي الزوايا التام // مثال
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RQSPB
RSPQA

I

I

=
=  

, نقاط قطرية   A, B حيث
SQD
PRC

∈
∈  

هѧو قطѧع خرطѧي للشѧكل ربѧاعي الزوايѧا وذلѧك لان حزمѧة  نقѧاط           {A,B,C,D}في الحقيقѧة النقѧاط   
ولكѧѧن يوجѧѧد زوجѧѧان مѧѧن  , المفѧѧروض هѧѧي سѧѧتة نقѧѧاط  ( التقѧѧاطع لخطѧѧوط الشѧѧكل مѧѧع هѧѧذا الخѧѧط   

  ). A, Bالخطوط يقطعانه آل زوج في نقطة واحدة وهي عند آل من 

  :٧مبرهنة 

),(),(),(),(),( CDABHDCABHDCBAHCDBAHCDABH ↔↔↔↔.  

او هѧي  ,  A,B,Cالنقطѧة التوافقيѧة الرابعѧة للنقѧاط      Dفانه يقال بان ,  H(AB,CD)اذا آان : تعريف
  . Bو  Aبالنسبة الى  Cالمرافق التوافقي للنقطة 

هѧي مرافѧق    Cفѧان  ,  Bو  Aبالنسبة الѧى   Cمرافق توافقي الى  Dنستنتج اذا آانت  ٧من مبرهنة 
  . Aو  Bبالنسبة الى  Dافقي  الى تو

  :٨مبرهنة 

 Cفانѧѧه مѧѧن الممكѧѧن ايجѧѧاد مرافѧѧق تѧѧوافقي الѧѧى .  lثѧѧلاث نقѧѧاط مختلفѧѧة علѧѧى مسѧѧتقيم  A,B,Cلѧѧيكن 
  . Bو  Aبالنسبة الى 

  :البرهان

  ,1APنصل  Ax1وحسب ,  lنقطة لاتقع على  1Pلتكن :  Ax3حسب 

 نقطة على2Pلتكن :  Ax2حسب  1AP     بحيث ان
12

2

PP
AP

≠
≠  

121نصل ,, CPBPBP  . حسبAx4   :        لتكن
143

214

BPAPP
BPCPP

I

I

=
=  

نقطѧة   Cنقطتѧين قطѧريتين و    A,Bوفيѧه  , هѧو ربѧاعي الزوايѧا المطلѧوب     )  P1 P2 P3 P4(فѧان  
  . 41PPلى الضلع ع

lPPDلتكن  I32=  , فتكونD  هي المرافق التوافقي الC  بالنسبة الىA  وB .  
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  : ٩مبرهنة

 Bو  Aبالنسѧبة الѧى    Cفѧان المرافѧق التѧوافقي للنقطѧة     ,  lثѧلاث نقѧاط علѧى مسѧتقيم      A, B ,Cلѧتكن  
  .يكون وحيدا

  :١٠مبرهنة

),(),( ABCDHCDABH ↔  

  : نتيجة

),(),(),(),(
),(),(),(),(

CDBAHDCBAHDCABHABDCH
BADCHBACDHABCDHCDABH

↔↔↔
↔↔↔↔

.  

  ) : Axioms Separation(بديهيات الفصل 

 Cتوجѧد نقطѧة   "  Ax9على المستقيم  الاقليدي آما هو معروف فѧي بѧديهيات الترتيѧب وبѧالاخص     
  . وبالعكس Cيجب ان نمر من نقطة  Bباتجاه  Aأي اذا بدانا التحرك من "  Bو  Aتقع بين 

القطعѧة  , واحѧدة  : نهايتѧا قطعتѧان مختلفتѧان     Bو  Aلنقاط على دائرة حيѧث ان  ولكن عندما تكون ا
يمكѧن التحѧرك   , في القطعة بالخط الغامق  Cاذ آانت .  والاخرى القطعة المنقطة, بالخط الغامق 

علѧѧى هѧѧذه  Dلكѧѧن اذا وجѧѧدت نقطѧѧة  .  Cعلѧѧى القطعѧѧة المنقطѧѧة بѧѧدون المѧѧرور مѧѧن    Bالѧѧى  Aمѧѧن 
في أي اتجѧاه بѧدون المѧرور مѧن واحѧدة او اخѧرى        Bالى  Aالتحرك من  لايمكن, القطعة المنقطة 

  . Dاو  Cمن النقطتين 

  . C,Dبزوج من نقاط  A,Bيستعمل ليرمز للفصل لزوج من نقاط "  "AB / CDالرمز : رمز

  :بديهيات الفصل

Ax7  : الزوجانA,B  وC,D  لمجموعة توافقية من النقاط احدهما يفصل الاخر.  

  . AB / CDفان ,   H(AB,CD)اذا آان : بتعبير اخر 

Ax8  :  انѧاذا آان الزوجA,B  وD1,C       انѧذلك الزوجѧر وآѧل الاخѧدهما يفصѧاحA,D1  وD2,B 
  .احدهما يفصل الاخر C,D2و  A,Bفان الزوجين , احدهما يفصل الاخر 

اذا آان    : او بعبارة اخرى
BDAD

CDAB

21

1

/

/
/2فان     ∧ CDAB.  

Ax9  : اذا آان الزوجانA,B  وC,D  احدهما يفصل الاخر فانA,B,C,D نقاط مختلفة.  
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  :تعريف قطعة المستقيم بالهندسة الاسقاطية

  :تعرف القطعة آما يلي,  lثلاث نقاط مختلفة على خط معلوم  A,B,Cلتكن 

  

)/:{)( CXABlXBA ∈=−  

  . ABخارجة عن الخط  Cحيث النقطة 

  .AB // Cفانه يرمز لها بالرمز  A‐Bلاتقع على القطعة   Cالنقطة  اذا آانت: ملاحظة 

  .هي منجموعة غير خالية AB // Cالقطعة : ١١مبرهنة 

  :البرهان

  . lثلاث نقاط على مستقيم  A,B,Cلتكن 

  . Bو  Aبالنسبة الى  Cالتي هي مرافق توافقي الى  Dيمكن ايجاد نقطة : ٨من مبرهنة 

  , H(AB,CD)اذن 

  , Ax7  :AB / CDومن  

  . AB // Cعلى قطعة المستقيم  Dومن ثم تقع 

nDDDمجموعة مѧن نقѧاط   : المتتابعة التوافقية ,......,, يحتѧوي علѧى ثѧلاث نقѧاط      lعلѧى مسѧتقيم    21
هѧي مرافѧق تѧوافقي لواحѧدة مѧن النقѧاط        1Dتكون متتابعة توافقيѧة اذا آانѧت نقطѧة     A,B,Cمعلومة 
A,B,C   ريتينѧين الاخѧع   . بالنسبة الى النقطتѧة تتبѧ1وان أي نقطD      دةѧوافقي لاي واحѧق تѧي مرافѧه

  .من النقاط التي تسبقها من المتتابعة بالنسبة الى نقطتين اخريتين تسبقها في المتتابعة

  .طآل مستقيم في المستوي الاسقاطي يحتوي على عدد غير منته من النقا: ١٢مبرهنة 

Ax10  ":بديهية الاستمرارية"  

مѧع  )  isomorphic( يحتѧوي علѧى مجموعѧة مѧن نقѧاط متشѧاآلة تقابليѧا         lيوجد مسѧتقيم اسѧقاطي   
  .مجموعة اعداد لنظام الاعداد الحقيقية الموسع

مѧѧن هѧѧذه البديهيѧѧة مѧѧن الممكѧѧن ايجѧѧاد  تنѧѧاظر متبѧѧاين بѧѧين نقѧѧاط المسѧѧتوي الاسѧѧقاطي واعѧѧداد نظѧѧام  
  .داد الحقيقيةعددي هو نظام الاع
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  ) Perspectivity and Projectivity( المنظورية والاسقاطية  

  : تعريف المنظورية من نقطة

يكѧѧون الشѧѧكلين اعѧѧلاه منظѧѧورين مѧѧن  ,  πشѧѧكلين فѧѧي المسѧѧتوي الاسѧѧقاطي  'Fو  Fلѧѧتكن  
ين مѧع نقѧاط الشѧكل    تكون في تناظر متبا Fالنقاط في :" اذا تحقق الشرط التالي,  Oنقطة 

F'  ,       ةѧن نقطѧر مѧاظرة تمѧاط المتنѧين النقѧبحيث ان الخطوط الواصلة بO    زѧمى مرآѧويس
  .المنظورية

FF'يرمز لهذا بالرمز             
O

=
Λ

  

                       )',','('),,( CBAFCBAF
O

=
Λ

  

بانهما منظورين من   'F,Fيقال عن , مستقيم معلوم  lوليكن ,  πشكلا في  'Fو  Fليكن  
l  , مستقيمات الشكل :" اذا تحقق الشرط التاليF    اينѧاظر متبѧ1‐1(في تن&onto  (  عѧم

 lيѧدعى  .  lنقاط تقѧاطع المسѧتقيمات المتنѧاظرة تقѧع علѧى المسѧتقيم       ,  'Fمستقيمات الشكل 
FF':    محور المنظورية ويعبر عنه بالرمز 

l

=
Λ

 

  

  : تعريف الاسقاطية

  .هدف الهندسة  الاسقاطية هو دراسة الخواص الهندسية لشكل يسقط من نقطة ما الى شكل اخر

, يعبѧر عنѧه بانѧه ترآيѧب منظѧوريتين او اآثѧر        mالѧى مسѧتقيم    lهو تطبيѧق لمسѧتقيم   "والاسقاطية 
  )". onto &1‐1(اذن الاسقاطية )  onto &1‐1(ولكن المنظورية هي دائما 

  ".خاصية شكل لاتتغير باي اسقاط تدعى خاصية اسقاطية "وايضا 

),,(),,(مستقيمين بحيث ان  l,mليكن // مثال '
3

'
2

'
1321 pppmpppl

O

=
Λ

 ,*.......  

),,(),,(وآذلك  ''
3

''
2

''
1

'
3

'
2

'
1 pppnpppm

O

=
Λ

 ,**..................  

:       أي ان 
''

3
'
33

''
2

'
22

'
2

'
11

ppp

ppp

ppp

→→

→→

→→

  

),,(),,(نحصل على الاسقاطية  ** و * من  ''
3

''
2

''
1321 pppnpppl

O

=
Λ

.  

  



 12 

لكѧن لѧѧيس آѧѧل التنѧѧاظرات الاسѧѧقاطية هѧѧي  , آѧѧل المنظوريѧѧات هѧѧي تنѧѧاظرات اسѧѧقاطية // ملاحظѧة  
  .منظوريات 

  :١٤مبرهنة 

فѧѧان القطѧѧع النقطѧѧي الѧѧى  ,  lتكѧѧون مجموعѧѧة توافقيѧѧة مѧѧن نقѧѧاط علѧѧى مسѧѧتقيم    A,B,C,Dاذا آانѧѧت 
H(AB,CD)  من نقطةO  لاتقع علىl مجموعة توافقية من مستقيمات هو.  

  :بعبارة اخرى

 lلاتقع علѧى   Oونقطة  lعلى مستقيم  A,B,C,Dالمستقيمات التي تصل مجموعة توافقية من نقاط 
  .هي مجموعة توافقية من مستقيمات

  :البرهان

  . lنقطة لاتقع على  Oولتكن .   H(AB,CD)بحيث ان  lنقاط على  A,B,C,Dلتكن 

  .على التوالي Qو  Pفي نقطتين  OBو  OCخطا يقطع  Aنرسم من 

 Bو  Aوقطريѧѧه )  PQRO(فانѧѧه يتكѧѧون ربѧѧاعي زوايѧѧا تѧѧام  . Rفѧѧي نقطѧѧة  OAيقطѧѧع  BPولѧѧيكن 
lOPCOQPRBORPQAحيث ان     ∩=∩=∩= ,,  

 AD,AQ,RD,BRالمسѧѧتقيمات ,  Dيمѧѧر مѧѧن  RQفѧѧان , بمѧѧا ان النقطѧѧة التوافقيѧѧة الرابعѧѧة وحيѧѧدة   
  :تكون رباعي اضلاع وفيه 

OA و OB  بما ان , خطين قطريينOC  وOD      ينѧلان بѧتقيمان الواصѧا المسѧهمO   ينѧوالراسP 
  .تكون مجموعة توافقية OA,OB, OC,ODفان المستقيمات , على التوالي ,  Dو 

  )١٤ثنائية مبرهنة : ( ١٥مبرهنة 

ه فان نقاط تقѧاطع هѧذ  ,  Oتكون مجموعة توافقية من مستقيمات تمر من نقطة  a,b,c,dاذا آانت 
  .هي مجموعة توافقية من نقاط Oلايمر من  lالمستقيمات مع مستقيم 

  :بتعبير اخر

بحيѧث ان   lمѧع مسѧتقيم    Oتمѧر مѧن نقطѧة     a,b,c,dنقاط تقѧاطع مجموعѧة توافقيѧة مѧن مسѧتقيمات      
lO∉ ,l هي مجموعة توافقية من نقاط.  

  : البرهان

ldDlcClbBlaAليكن  ∩=∩=∩=∩= ,,,  

  . Aطا اخر يمر من خ mليكن 



 13 

CcmPلتكن  BOmQو   =∩ ∩=  

  :أضلاعه, وبذلك يكون عندنا رباعي أضلاع 

AD,DQ,PQ,PB  وقطريهOA  وOB .  

  . OAعلى  Rيتقاطعان في نقطة  PBو  DQفان الضلعين ,  لذلك

الضѧѧلعين مѧѧن النقطѧѧة  و, نقطتѧѧين قطѧѧريتين   Bو Aوفيѧѧه ) PQRO(ويكѧѧون عنѧѧدنا ربѧѧاعي زوايѧѧا   
  . Dو Cفي النقطتين  lالقطرية الثالثة يقطعان 

  .تكون مجموعة توافقية من نقاط A,B,C,Dلذلك 

  :١٦مبرهنة

  الاسقاطية تحفظ الخاصية التوافقية 

  :بعبارة اخرى

اسقاط مستقيم الى مستقيم اخر يرسل مجموعة توافقية من نقاط الѧى ايѧة مجموعѧة اخѧرى توافقيѧة      
  .من نقاط

  :برهانال

 H.W  

  

 



 
7 

  :١٠مبرهنة 

مستقيم اخر يمر بنقطة تقاطعهما اذا وفقط اذا  c, مستقيمين مختلفين في المستوي  bو  aاذا آان 
  . bو aترآيب خطي للمستقيمين  cآان 

  :١١مبرهنة 

  .في المستوي الاسقاطي  تكون مرتبطة خطيا) مستقيمات( أي اربع نقاط 

  :١٢مبرهنة 

mPPPاذا آانت  ,......, 121ط غير مرتبطة خطيا بينما النقاط نقا 21 ,......,, +mPPP  تكون مرتبطة
  فان احداثيات النقاط يمكن ان تختار بحيث ان , خطيا

121 ........ +=+++ mm PPPP  

  :nRتعريف التحويل الخطي على 

nnالتطبيق  RRA   :الذي له الخواص التالية ,  :→

nRYXو  R∈λحيث  ∈,  

١ - )()( XAXA λλ = ,  

٢ - )()()( YAXAYXA +=+.  

  .ان هذا التطبيق يدعى تحويل خطي 

  . فان هذا التطبيق  يدعى تحويل خطي غير انفرادي, A≠0واذا آان 
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⎥
⎥
⎥
⎥
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⎡
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  من التطبيقات الهندسية عن الارتباط الخطي : ملاحظة  

  .فانهما يكونان منظورين من مستقيم,  Oمثلثين منظورين من نقطة   'A'B'Cو   ABCاذا آان 

  .وثنائية العبارة اعلاه ايضا  تطبيقا هندسيا اخر عن الارتباط الخطي

  .تام لاتلتقي بنقطة واحدة والخطوط القطرية لرباعي اضلاع, وايضا بديهية فانو 

  :النظام الاحداثي للمستقيم

),,(اذا آانت  321 aaaA  و),,( 321 bbbB  نقطتين مختلفتين على مستقيمl  , فان لاية نقطة
),,( 321 PPPP   :بحيث ان 2λو  1λنستطيع ايجاد عددين حقيقيين ,  lعلى المستقيم  =

12111 baP λλ +=                          (i= 1,2,3)   

  

0حيث ان 

321

321

321

=
bbb
aaa
PPP

  

  لان 

  

0

321

321

323122212211

=
+++

bbb
aaa

bababa λλλλλλ
  

  

  //مثال 

),,(فان نقطة ,   B(1,0,1)و ,   A(1,2,3)اذا آانت  321 PPPP  تقع على المستقيمAB  اذا
  آان 

0
101
321

321

=
PPP

  

0321, أي ان  =−++ PPP.  

  :بحيث ان 2λو  1λفانه يمكن ايجاد ,  ABتقع على الخط  Pوعندما النقطة 
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 0211 =+= λλP                    02 12 == λP      

    03 213 =+= λλP        

),,()5,3,2(اذا آانت , ذلك . 2λو  1λنجد , بحل أي معادلتين منها  321 =PPP  , فان  

053
032

02

21

1

21

=−+
=−

=−+

λλ
λ

λλ
         

21,32 21 == λλ.  

],[ان تعيين : ملاحظة 21 λλ  للنقطةP ى بالنسبة الA وB لايتم بطريقة وحيدة.  

  .سيختلفان  2λو  1λفان  Bو  Aحيث اذا اخترنا ثلاثيات مختلفة لتمثل 

21,43فان ,  Aلتمثل  (2.3 ,  2.2 , 2.1)اذا اخذنا , ذلك  21 == λλ  

),,(للحل هذه المشكلة يمكن اخذ نقطة ثالثة  321 cccC  على المستقيم باختيار تمثيلات للنقطتينA 
],[ان وحدانية .  [1,1]تتعين من  Cبحيث ان  B و 21 λλ  يمكن ان تعين لاية نقطة  على

  . Bو  Aالمستقيم نسبة الى تمثيلات 

  :تغيير الاحداثيات

),,(اذا آانت النقطة 321 xxxP ],[لها احداثيات   = 21 λλ  بالنسبة الى النقاط),,( 321 aaaA = ,
),,( 321 bbbB   فان ,  C=A+Bو ,  =

3,2,1,211 =+= ibaX ii λλ)...........١(  

],[لتكن  '
2

'
1 λλ  هي احداثياتP  فيما يخص نظاما اخرا),,( '

3
'
2

'
1

' aaaA =  ,),,( '
3

'
2

'
1

' bbbB =  
  و

C'= A' + B'  فان  

3,2,1,''
2

''
11 =+= ibaX ii λλ)..........٢(  

],[يجب ان نعين العلاقة بين  21 λλ  و],[ '
2

'
1 λλ.  

  ,أي ان , على التوالي ,  [b,d]و   [a,c]بالنسبة الى الاحداثي الثاني  Bو  Aلتكن احداثيات 

''

'' 3,2,1,

iii

iii

dbbab

icbaaa

+=

=+=...............)........٣(  
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  فان , مختلفتين  Bو Aبما ان 

0
//
≠−

≠
bcad

dbca  

  أي ان

  نحصل على, ) ١(في  ibو  iaبتعويض هذه القيم الى 

'
21

'
21

''
2

''
11

)()(

)()(

ii

iiii

bdcaba

dbbacbaaX

λλλλ

λλ

+++=

+++=  

  يكون, ) ٢(بالمقارنة مع 

)(

)(

21
'
2

21
'
1

dc

ba

λλλ

λλλ

+=

+=   

  ,أي ان

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1
'
2

'
1

λ
λ

λ
λ

dc
ba ).........٤(  

  

−≠0حيث ان  bcad.  

],[على مستقيم لها احداثيات  pاذا آانت , لذلك  21 λλ  بالنسبة الىA,B,C  , فان الاحداثيات
],[الجديدة  '

2
'
1 λλ  الىp  بالنسبة الى ثلاث نقاط اخرىA' , B' , C' .  

  :١٧مبرهنة 

],[يما نظامه الاحداثي مستق lليكن  21 λλ  وm  مستقيما نظامه الاحداثي],[ '
2

'
1 λλ . فان الاسقاطية

  :يمكن ان يعبر عنها بطريقة وحيدة بالشكل mو  lبين 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2

1
'
2

'
1

λ
λ

λ
λ

dc
ba  

−≠0حيث ان  bcad.  

  

   Cross Ratioالنسبة التبادلية 

  هي a, b,c,dبة التبادلية لاربعة اعداد النس: تعريف
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))((
))((),,,(

cbda
dbcadcbaR

−−
−−

=  

  :١٨مبرهنة 

  :فان النسب التبادلية الستة المختلفة هي    R( a,b,c,d) = kاذا آانت 

kkdacbR
kkkdabcR

kdbacR
kdbcaR

kdcabR
kdcbaR

/)1(),,,(
)1/())1/(1(1),,,(

)1/(1),,,(
1),,,(

/1),,,(
),,,(

−=
−=−−=

−=
−=

=
=

  

  :١٩مبرهنة 

  . 1او  ∞,0فان النسبة التبادلية  تكون , متساويين   a, b,c,dاذا آان اثنان من الاعداد الاربعة 

فانه في الاقل اثنين ,  1او ,  0, ∞تساوي  R ( a,b,c,d)اذا آانت النسبة التبادلية , وبالعكس 
  .متساويين a,b,c,dمن الاعداد 

  فان ,  a = bاذا آان : البرهان

1
))((
))((),,,( =

−−
−−

=
cada
dacadcaaR  

  فان ,  b = cاذا آان 

∞=
−−
−−

=
))((
))((),,,(

bbda
dbbadbbaR  

  فان ,  a = cاذا آان 

0
))((
))((),,,( =

−−
−−

=
abda
dbaadabaR  

  :٢٠مبرهنة 

R(a,b,c,d)  .  R(a,b,d,e) = R(a,b,c,e)   

  :البرهان

))((
))((*

))((
))((),,,(*),,,(

dbea
ebda

cbda
dbcaedbaRdcbaR

−−
−−

−−
−−

=
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    ),,,(
))((
))(( ecbaR

eacb
ebca

=
−−
−−

=    

  : ٢١مبرهنة 

  . 1او ,  0, ∞النسبة التبادلية لاربع نقاط مختلفة لايمكن ان تكون 

  :٢٢مبرهنة 

اذا آانت 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3

2

1

Y
Y
Y

Y  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

3

2

1

X
X
X

X  فان الشرط  , نقطتين على مستقيمZ= aX + bY  و  

 S= cX+dY   تكون توافقية بالنسبة الىX وY   هو ان  

],[],[,0 dcba
b
a

d
c

≠=+.  

  

  :٢٣مبرهنة 

),(1),,,( CDABHDCBAR ←−=  

  :ريف الخاصة بالجبر الخطي استذآار بعض التعا

},,.......,{يقال لمجموعة متجهات : تعريف الارتباط الخطي 
21

→→→

n
vvv  من فضاء متجهاتV  , بانها

مرتبطة خطيا اذا وفقط اذا يوجد اعداد 
n
kkk ,.......,,

21
  :بحيث , ليست جميعها اصفارا  

0......
2211 =+++

→→→

nn vkvkvk  

},,.......,{ويقال للمجموعة 
21

→→→

n
vvv  مستقلة خطيا اذا وفقط اذا  

                                                                                  

0......
2211 =+++

→→→

nn vkvkvk  

  ,فان 

                      0.......
21

====
n
kkk  
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  //مثال

)0,0,1,()0,1,0,()1,0,0,()5,3,2(المتجهات  4321 −→→→→ uuuu  

  لان , مرتبطة خطيا 

0532 4321 =−−+ →→→→ uuuu  

  :تعريف الترآيب الخطي

وان , فضاء متجهات  Vليكن 
→→→

n
vvv ,.......,,

21
بانه  Vفي  v→يقال للمتجه ,  Vمتجهات في  

ترآيب خطي من 
→→→

n
vvv ,.......,,

21
  :بالشكل التالي v→اذا امكن التعبير عن ,  

→→→

+++=
nn vkvkvkV ......

حيث ان ,  2211
n
kkk ,.......,,

21
  .اعداد 

  // مثال

)1,2,1,()1,0,1(ليكن  21 −=−= →→ vv  3متجهين منR  , 2,0,1(هل ان المتجه(=→v  ترآيب
→→خطي الى 

21 ,vv.  

  // الحل

يجب ان نجد عددين 
21

,kk  لكي يكون→v   ترآيب خطي الى→→
21 ,vv  , بحيث ان  

)1,0,1()1,2,1()2,0,1( 21

2211

−+−=

+=
→→

kk

vkvkV  

  :أي 

2
02

1

21

1

21

=−−
=

=+

kk
k

kk
  

→→ليست ترآيب خطي من  v→اذن , هذه المنظومة ليس لها حل 
21 ,vv.  
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  :نموذج اقليدي للمستوي الاسقاطي
تبدأ دراسة الطرق الجيرية والاحداثية في المستوي الاسقاطي بانشاء نموذج تحليلѧي الѧذي فيѧه آѧل     

  .نقطة تمثل بثلاثي من اعداد حقيقية يدعى احداثيات متجانسة للنقطة 
  .نموذج اقليدي يستعمل في تكوين النموذج التحليلي

لهѧذا    Oناخѧذ مجموعѧة آѧل المسѧتقيمات  التѧي تمѧر بنقطѧة         , ليدي في الفضاء الثلاثي الاق -
  .الفضاء 

فالمجموعѧة الناتجѧة مѧن    , بما ان آل زوج من المسѧتقيمات المختلفѧة لهѧذه المجموعѧة تعѧين مسѧتويا       
  .تكون نموذجا للمستوى الاسقاطي,    Oالمستويات مع آل المستقيمات التي تمر من 

  
  :يليتفسير هذا النموذج يكون آما 

  .  Oبانها مستقيمات تمر من " النقاط " تفسر 
  . Oبانها مستويات تمر من "  المستقيمات "و 

  .بانها مستقيم في مستوي" نقطة على مستقيم " والعلاقة 
فѧي الفضѧاء الاقليѧدي تحقѧق بѧديهيات الوقѧوع         Oان المستقيمات والمسѧتويات التѧي تمѧر مѧن نقطѧة      

  .ى الاسقاطيوالوجود لنقاط ومستقيمات المستو
  
  

  :نموذج تحليلي
  .الثلاثي الاقليدي  –نقاط ومستقيمات المستوى الاسقاطي تمثل بمستقيمات ومستويات الفضاء 

231312, في الفضاء الثلاثي الاقليدي  - ,, XXX      ادلѧدة بالتبѧتويات متعامѧة مسѧل   . ثلاثѧان آѧف
),,(ة في هذا الفضاء تناظر ثلاثي من الاعѧداد الحقيقيP   ѧنقطة  321 XXX  ,  ث انѧ1حيX 

 ,2X  ,3X  هي المسافات منP  على التوالي, الى هذه المستويات.  
يتعѧين المسѧتقيم مѧن مجموعѧة مѧن      . لهذا النظام الاحداثي  0ناخذ أي مستقيم يمر من نقطة الاصل  

ѧѧة اعѧѧة  ثلاثѧѧ0,0,0(داد متجه(),,( 321 ≠aaa  .    رىѧѧة اخѧѧأي مجموع),,( 321 tatata  سѧѧين نفѧѧتع
  .أي عدد حقيقي لايساوي صفر tحيث , الخط 

),,(اذن العدد الثلاثي  321 aaa   يكافئ عددا ثلاثيا اخر),,( 321 bbb  0اذا وجد عددا≠K  ,ث  بѧحي
),,(),,(ان  321321 aaaKbbb = .  

},,{مجموعة آل الثلاثيات المتكافئة بالتبادل تكون صف تكافؤ يرمز له بالرمز  321 aaa.  
},,{بمѧѧا انѧѧه يوجѧѧد تنѧѧاظر متبѧѧاين بѧѧين صѧѧفوف التكѧѧافؤ    321 XXX ,  رهاѧѧع عناصѧѧت جميѧѧي ليسѧѧالت

وبمѧѧѧا ان هѧѧѧذه , فѧѧѧي الفضѧѧѧاء الثلاثѧѧѧي الاقليѧѧѧدي  والمسѧѧѧتقيمات التѧѧѧي تمѧѧѧر بنقطѧѧѧة الاصѧѧѧل, صѧѧѧفرية
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تكѧون صѧفوف  التكѧافؤ هѧذه نموذجѧا تحليليѧا       , المستقيمات تمثل نموذجا لنقاط المسѧتوي الاسѧقاطي   
  .لنقاط المستوي الاسقاطي

),,(أي تمثيل مثل    321 aaa    قاطيѧتوي الاسѧلصف تكافؤ يدعى احداثيات متجانسة لنقطة في المس
  .اذا آان الثلاثي العددي يتناسب مع ثلاثي لاعداد حقيقية, الحقيقي
  .تمثلان نفس النقطة الحقيقية )6,4,2(و  )3,2,1(, فمثلا

  .ان المستقيم في المستوي الاسقاطي يناظر مستويا يمر بنقطة الاصل  للفضاء الثلاثي الاقليدي 
  :يلي معادلة هذا المستوي تعرف آما

0332211 =++ xdxdxd  
  

321حيث ان  ,, ddd  0,0,0(وان , تتناسب مع مجموعة من ثوابت حقيقية(),,( 321 ≠ddd .  
  تحقق ايضا المعادلة, بما ان النقطة التي تحقق المعادلة اعلاه 

  
0332211 =++ xkdxkdxkd  
),,(امѧا بثلاثѧي الاعѧداد الحقيقيѧة      فѧان المسѧتوي يتعѧين   , أي عدد لايسѧاوي صѧفر   kحيث   321 ddd 

),,(او باي ثلاثي اخر , ليست جميع العناصر صفرية 321 kdkdkd  , 0حيث ان≠k  , لذلك يوجد
),,()0,0,0(تناظر متباين بين صفوف التكѧافؤ   321 ≠ddd       لѧة الاصѧر بنقطѧي تمѧتويات التѧوالمس ,

  .بين صفوف التكافؤ هذه ومستقيمات المستوي الاسقاطي , تالي آذلك وبال
),,(أي تمثيل  321 ddd  لصف تكافؤ},,{ 321 ddd  توي     إحداثياتيدعىѧي المسѧتقيم فѧمتجانسة لمس

  .الاسقاطي الحقيقي
وهѧذا يوضѧح   , ؤ أي ان النقاط والمستقيمات فѧي المسѧتوي الاسѧقاطي التحليلѧي تكѧون صѧفوف تكѧاف       

  .مبدأ الثنائية في المستوي الاسقاطي
  

  :معادلات النقاط والمستقيمات
  :١مبرهنة 

),,(المتجانسѧѧѧة  إحѧѧѧداثياتهاالنقطѧѧѧة التѧѧѧي  321 aaa  ذيѧѧѧتقيم الѧѧѧى المسѧѧѧع علѧѧѧهتقѧѧѧة  إحداثياتѧѧѧالمتجانس
),,( 321 ddd 0332211                          إذاوفقط  إذا =++ adadad  
),,(المتجانسة للنقطة  الإحداثياتآانت  إذا 321 XXX , تصبح أعلاه  فان المعادلة:  
0332211 =++ xdxdxd  

  .وتدعى معادلة المستقيم
  

),,( معادلة النقطة  321 aaa0332211: هي =++ xaxaxa    
032هي   (1,2,3)معادلة النقطة : مثال 321 =++ xxx .  

031واحداثيات النقطة  =− XX  (1-,1,0)هي  .  
  

  : ٢مبرهنة 
),,(ثلاث نقاط مختلفة  321 XXXA ,),,( 321 YYYB  و),,( 321 ZZZC      د اذاѧتقيم واحѧى مسѧع علѧتق

  وفقط اذا 
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0

321

321

321

=
ZZZ
YYY
XXX

  

  
  

  )٢ثنائية مبرهنة : ( ٣مبرهنة 
],,[ثلاثة مستقيمات مختلفة  321 XXXa  ,],,[ 321 YYYb  و],,[ 321 ZZZc     دة اذاѧة واحѧي بنقطѧتلتق

  وفقط اذا 

0

321

321

321

=
ZZZ
YYY
XXX

  

  : مثال
   لان, لاتقع على مستقيم واحد   C(0,0,1)و    A( 1,0,0)   ,B( 0,1,0)النقاط الثلاث 

0
100
010
001
≠  

  
  : مثال

  تقع على مستقيم واحد لان   C(-1,1,2)و   A( 1,0,-1)   ,B( 2,3,1)النقاط الثلاث 

0
211
132
101
=

−

−
  

  .بنقطة واحدة   c[-1,1,2]و   a ,b[2,3,1]  [1-,1,0]تلتقي المستقيمات , ومن مبدأ الثنائية 
  

  : ٤مبرهنة 
),,(ن من النقطتين المختلفتين معادلة المستقيم المتعي 321 YYYA  , و),,( 321 ZZZB تكون  

03
21

21
2

13

13
1

32

32

321

321

321

=++= x
ZZ
YY

x
ZZ
YY

x
ZZ
YY

ZZZ
YYY
xxx

  

  :واحداثياته 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

21

21

13

13

32

32 ,,
ZZ
YY

ZZ
YY

ZZ
YY  

  
  : مثال 

  تكون  Q( 4,-2,4)و   P( 2,1,-3)معادلة المستقيم الذي يصل النقطتين 
  

0
24

12
44
23

42
31

424
312 321

321

=
−

+
−

+
−

−
=

−
− xxx
xxx
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0410
08202

321

321

=++
=−−−=

xxx
xxx  

  
  . [1,10,4]فتكون احداثيات المستقيم 

  :او يحل السؤال حسب خواص المحدد أي

0
24

12
44
32

42
31

424
312 321

321

=
−

+
−

−
−

−
=

−
− xxx
xxx

  

0410
08202

321

321

=++
=−−−=

xxx
xxx  

  
  .  [1,10,4]ونحصل على نفس احداثيات المستقيم اعلاه 

  
  ):٤ثنائية مبرهنة (  ٥مبرهنة 

],,[ختلفين معادلة النقطة المتعينة من تقاطع المستقيمين الم 321 XXXa  و],,[ 321 YYYb تكون  
  

03
21

21
2

13

13
1

32

32

321

321

321

=++= x
ZZ
YY

x
ZZ
YY

x
ZZ
YY

ZZZ
YYY
xxx

  

⎥ :واحداثياتها تكون
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

21

21

13

13

32

32 ,,
ZZ
YY

ZZ
YY

ZZ
YY  

  
  //مثال

  : المستقيمات الثلاثة

041110:
033:

05117:

321

321

321

=−−
=−−
=−−

xxxr
xxxq

xxxp
  

  

0لان          , تلتقي بنقطة واحدة 
41110
133
5117
=

−−
−−
−−

  

  
  :قاطع تكونمعادلة نقطة الت

  

01284
5117
133 321

321

=−+=
−−
−− XXX
XXX

  

  .  (3-,1,2)او   (12-,4,8): لذا فان احداثياتها تكون
  



 
5 

حتى ولو اختلفت القيم فيكون الناتج , ناخذ أي مستقيمين : ملاحظة مهمة جدا حول المثال اعلاه
  .من مضاعفات ناتج المستقيمات الاخرى

  لو ناخذ الاحتمالات التالية: أي 

01284
133
5117 321

321

=+−−=
−−
−− XXX
XXX

  

  .  (2,3-,1-)نقطة التقاطع  هي لذا فاحداثيات 
  

0332211
5117
41110 321

321

=−+=
−−
−− XXX
XXX

  

  .(3-,1,2): فاحداثيات نقطة التقاطع هي 
  

0332233
41110
5117 321

321

=+−=
−−
−− XXX
XXX

  

   (2,3-,3): احداثيات نقطة التقاطع هي , لذ 
  

0321
133
41110 321

321

=+−−=
−−
−− XXX
XXX

  

  .  (2,3-,1- ):احداثيات نقطة التقاطع هي, لذا 
  

032
41110
133 321

321

=−+=
−−
−− XXX
XXX

  

  .  (3-,1,2): احداثيات نقطة التقاطع هي , لذا 
  
  
  :المعنى الهندسي للارتباط الخطي 

),,(متجه مرآباته  Vاذا آان : رمز 321 aaa  فالرمزP(V)   , سيعني ان احداثياتP  المتجانسة
),,(هي  321 aaa , ه اذا آانت مرآبات المتج, آمثالW هي:  

  .  (2-,2,0)هي  P(2W)و  (1-,1,0)هي  P(W)فان احداثيات ,   (1-,1,0)
  

    Scalar Multiplication: تعريف الضرب العددي 
C P (V) = P (CV)   

  . Cبالعدد  Pهو ببساطة ضرب المتجه الممثل الى ,  Cبعدد  Pضرب نقطة 
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  ) :الجمع(تعريف 
  اذا آان 

0..........2211 ≠+++= mmVCVCVCV  
  نفا
 ).......()(........)()( 2211222111 mmmmm VCVCVCPVPCVPCVPC +++=+++  

  و 
0)(........)()( 222111 =+++ mmm VPCVPCVPC  

  ليعني ان 
0..........2211 =+++ mmVCVCVC  
  

  //مثال
0)3()()5( 332211 =−++− VPVPVP , يعني ان  
  
035 321 =−++− VVV ,  

321وبذلك فان النقاط  ,, PPP مرتبطة خطيا.  
  

  :تعريف
),.......,()(النقاط  11 mm VPVP رتبطة او غير مرتبطة خطيا اذا آانت المتجهات تكون م

mVV   .مرتبطة او غير مرتبطة خطيا 1.........,,
  

  : تعريف
mPPPاذا آانت النقاط   ,......, فانه يوجد في الاقل واحد من الاعداد , مرتبطة خطيا  21

mCC   بحيث ان , لايساوي صفرا  1.........,,..
0......2211 =+++ mm PCPCPC  

01ليكن   ≠C  
).........(1 332211 mm PCPCPCCP +++−=.  

mPPهي ترآيب خطي للنقاط  1Pفانه يقال بان النقطة  ,......2.  
  

  :٦مبرهنة 
  .مختلفتان تكونان مرتبطتين خطيا اذا وفقط اذا آانتا متساويتين) مستقيمان ( نقطتان 

  
  :٧مبرهنة 

  .ثلاث نقاط مختلفة تكون مرتبطة خطيا اذا وفقط اذا آانت تقع على مستقيم واحد
  

  :٨مبرهنة 
  .ثلاثة مستقيمات مختلفة تكون مرتبطة خطيا اذا وفقط اذا آانت تلتقي بنقطو واحدة

  
  :٩مبرهنة 

اذا وفقط  ABنقطة اخرى تقع على المستقيم  C, نقطتين مختلفتين في المستوي Bو  Aاذا آانت 
  . Bو  Aترآيب خطي للنقطتين  Cذا آانت ا



 

  :هندسة اولية
  
  سنبرهن بعض مبرهنات اقليدس بطريقة هلبرت

  :٦٦مبرهنة 
CABAاذا آان ,  ABCفي المثلث    . A-C-Gو  A-B-Fنقطتان بحيث ان  G,Fوان  −≅−

BCGCBFفان  ACBABCو  ∠≅∠ ∠≅∠.  
  :البرهان

  . A-C-Gبحيث ان  Gتوجد نقطة :  Ax9من 
FAGAبحيث ان  Bالتي تحتوي  Aمن جهة  Fتوجد نقطة :  Ax11من  −≅−  
  . A-B-Fفان :  Ax11  +Th 52من 

  :وفيهما,  ACFو  ABGناخذ المثلثين 
CABA −≅−  ,FAGA AAو , −≅− ∠≅∠.  

Th SAS  :ACFABGفانه من  ∆=∆  
CFGBAFCAGBACFABGذا فان ل −≅−∠≅∠∠≅∠ ,,  

GCFBنستنتج ان : من مبرهنة طرح القطع  −≅− .  
SAS  :GCBFBCومن مبرهنة  ∆=∆.  

BCGCBFلذا فان  CBGBCFوآذلك  ∠≅∠ ∠≅∠  
ACFABGوبذلك يكون عندنا  CBGBCFو  ∠≅∠ ∠≅∠.  

الشعاع :   Th 46ومن تعريف  شعاع بين شعاعين و ,   A-C-G , A-B-Fبما ان 
→

BC  يقع في
وان   ∠ABGداخل 

→

CB  يقع في داخلACF∠ . فان , لذلك من مبرهنة طرح الزوايا
ACBABC ∠≅∠.  

  
  :٦٧مبرهنة 

  .فانه يتطابق آذلك الضلعان المقابلان لهما, اذا آانت زاويتان في مثلث متطابقتين 
  :البرهان

CBمثلث معلوم وفيه  ABCليكن  ∠≅∠  
CABAيجب ان نبرهن ان  −≅−  

  :يتحقق واحد فقط ممايلي Th62وحسب 

BACA
CABA
CABA

−<−
−<−
−≅−

  

  
CABAالثاني عندما  الاحتمال وحسب تعريف العلاقة اصغر من على القطع توجد نقطة : −>−

D  بحيث ان  
١ - A-D-B .  
٢ - DBCA −≅−. 

  :وفيهما  ABC, BCDوالان في المثلثين 
ACBBDC   بالفرض ∠≅∠

Ax12  :CBCBوحسب  DBCAوآذلك بالفرض  −≅− −≅−  
21: يتطاق المثلثان ومن التطابق ينتج ان :  ThSASحسب  ∠≅∠  

32ولكن بالفرض  ∠≅∠  
Ax12  :31وحسب  ∠≅∠   



 

الشعاع :  ?Thوحسب 
→

CD  3يقع داخل∠.  
ن وبالتالي فان الشعاعي

→

CD  و
→

CA  يقعان في نفس الجهة من الخطCB .  
31بما ان    ؟ Ax14تناقض مع  ∠≅∠

  .اذن الاحتمال الاول مرفوض
  .الاحتمال الثاني مرفوض ايضا
BACAوالاحتمال الوحيد المقبول هو  −≅−.  

  
  :٦٨مبرهنة 

DACAقطعة معلومة وان  A-Bلتكن  DBCBو  −≅− تقعان   D,Cوآانت النقطتين  −≅−
  . C=Dفان  ABفي نفس الجهة من الخط 

   H.W:  البرهان
  

  )(S.S.S: ٦٩مبرهنة 
  .اذا آانت ثلاثة اضلاع من مثلث تطابق ثلاثة اضلاع من مثلث اخر فان المثلثين يتطابقان

  :البرهان
الاضلاع الثلاثة من احدهما تطابق الاضلاع الثلاثة على : مثلثين وفيهما DEFو  ABCليكن  

  .التوالي من المثلث الاخر
يجب ان نبرهن ان زوجا واحدا من الزوايا  SASلكي نبرهن ان المثلثين يتطابقان من مبرهنة 

DEFABCوليكن , تكون متطابقة  ∠≅∠.  
  .نفرض ان العبارة خطا

:  Th 62من 
ABCDEF
DEFABC

∠<∠
∠<∠   

ABCDEFنفرض ان  ∠<∠  
فانه يوجد شعاع : من تعريف العلاقة اصغر من 

→

BG  في داخلABC∠  بحيث ان
DEFGBC على  Hتوجد نقطة ,  Ax11من . ∠≅∠

→

BG ن بحيث اDEHB −≅−.  
FECBوبما ان  SAS  ,HBCDEFفانه من  −≅− ∆≅∆.  
FDCHولذلك  FDCAوبما ان  −≅− CHCAفان , −≅− وبالمثل  −≅−

BHBA  Th68  ,A=Hفانه من ,  BCفي نفس الجهة من  Hو  Aوبما ان ,  −≅−
  .؟)تناقض(

DEFABCوبنفس الطريقة اذا آان  DEFABCلذلك . ∠>∠ DEFABCوان  ∠≅∠ ∆≅∆.  
  

  ) A.S.A: ( ٧٠مبرهنة 
اذا آانت زاويتان وضلع مشترك بينهما في مثلث تطابق على التوالي زاويتين وضلع مشترك 

  .فان المثلثين يتطابقان ,  بينهما من مثلث اخر
  :البرهان

  :مثلثين وفيهما  ABC, DEFليكن 
DEFABC DFEACBو  ∠≅∠ FECBو  ∠≅∠ −≅−.  

DEFABC: يجب ان نبرهن ان ∆≅∆  
BAEDنفرض ان  EDGBوان  A-G-Bبحيث ان  Gفانه توجد نقطة ,  −>− وبما  −≅−

FECBان  DEFGBCو ,  −≅− SAS  ,DEFGBCفانه من , ∠≅∠ ∆≅∆.  
DFEGCBلذا فان  ACBDFEلكن ,  ∠≅∠ ACBGCBفان , ∠≅∠   لكن بما ان. ∠≅∠



 

 A-G-B  , فانACBGCB   . Th62تناقض مع  ∠>∠
EDBAاذا آان , وبنفس الطريقة  EDBAلذلك فان . −>− فان ,  SASومن , −≅−

DEFABC ∆≅∆.  
  

  : تعريف
آجزء  A-Bفالزوايا التي تكون القطعة .  A, Bاذا قطع مستقيمين بقاطع في نقطتين مختلفتين 

  . تدعى الزوايا الاخرى خارجية . داخلية تدعى زوايا , من ضلع 
  

وفي نفس الجهة من القاطع احداهما  داخلية   A,Bالزاويتان اللتان يكون راسيهما النقطتين 
  .والاخرى خارجية تدعيان زاويتين متناظرتين 

  
زاويتان غير متجاورتان على جهتي القاطع المتعاآستين وآلا منهما داخلية تدعيان زاويتين  

  .تين متبادليتين داخلي
  

  :٧٢مبرهنة 
فان المستقيمين , اذا قطع مستقيمين بقاطع وآانت الزاويتان الداخليتان المتبادلتان متطابقتين  

  .لايتقاطعان
  :البرهان

على التوالي بحيث  A,Bفي النقطتين المختلفتين  l,mيقطع المستقيمان المختلفان  kليكن المستقيم 
21ان  ∠≅∠.  

  . mلايقطع الخط  lيجب ان نبرهن ان الخط 
  . Cيتقاطعان في نقطة ولتكن  l,mنفرض العكس أي ان الخطين 

  . BCعلى المستقيم  Bوالنقطة  A-Cنناقش القطعة 
على الشعاع المعاآس للشعاع  Gتوجد نقطة :  Ax11وحسب 

→

BC  بحيث انBGCA −≅− .
  بحيث ان  Gوجد نقطة أي انه ت
١ - G-B-C   
٢ - BGCA −≅− 

   ABC,ABGوالان نطابق المثلثين 
BABA   ) Ax12حسب (  −≅−
BGCA   بالعمل −≅−
21   .بالفرض ∠≅∠

43يتطابق المثلثين ومن التطابق ينتج ان :  Th SASوحسب  4,2 و ∠≅∠ تكافؤان زوج  ∠∠
3,1خطي وهما  ∠∠.  

4,2وحسب تعريف ؟    ,متكاملتين ∠∠
4,2ولكن    .يكونان زوجا خطيا∠∠

اذن الشعاعين 
→

AG
→

,AC متعاآسين.  
  .مختلفة وعلى خط واحد C,A,Gنقاط ال:  C-A-G  +Ax6الان 

  ). Th2تناقض مع (يتقاطعان في نقطتين مختلفتين وهذا  m,CGوالخطين 
  .اذن الفرضية مرفوضة

  .mلايقطع الخط  lاذن الخط 
  



 

 .الزاوية التي تكون مجاورة ومكملة لزاوية من مثلث تدعى زاوية خارجية للمثلث : تعريف 
زاوية . خارجية تدعى زوايا داخلية مقابلة للزاوية الخارجية زوايا المثلث غير المجاورة لزاوية

  .∠Aفي المثلث تدعى زاوية خارجية مقابلة الى  ∠Aخارجية لمثلث غير مجاورة لزاوية مثل 
  

  )مبرهنة الزوايا الخارجية: ( ٧٥مبرهنة 
  .زاوية خارجية مقابلة لها أي زاوية داخلية لمثلث تكون اصغر من أي

  :البرهان
تكون زاوية خارجية للمثلث ∠CBDفان ,  A-B-Dنقطة بحيث ان  Dو , مثلثا  ABCليكن 

ABC  . يجب ان نبرهن انCBDBCA CBDBACو ∠>∠ ∠<∠.  
CBDBCAاذا لم تكن  CBDBCAاما  Th62فمن , ∠>∠ BCACBDاو  ∠≅∠ ∠<∠.  

  
CBDBCAاذا آانت  - ١   . Th72ولكن هذا يناقض ,  ∠≅∠
BCACBDنفرض ان  - ٢ بحيث ان  ∠BCAفي داخل  CEمن تعريف ؟ يوجد شعاع :  ∠>∠

CBDECB فيكون في المثلث .  Eفي نقطة  A-Bالضلع يقطع الشعاع :  Th 44ومن  ∠≅∠
CBDBCE   .-١وهذا تناقض مع  ∠≅∠

CBDBCAلذا فان  ∠<∠.  
CBDABFيكون ,  Th58و  ٢ومن نتيجة  C-B-Fنقطة بحيث ان  Fلتكن  ∠≅∠.  

ABFBACيكون , ومن البرهان اعلاه  CBDBAC يكون:  Th 64ومن , ∠>∠ ∠<∠.  
  

  ) S.A.A: ( ٧٦مبرهنة 
اذا آانت زاويتان وضلع غير مشترك بينهما من مثلث تطابق على التوالي زاويتين وضلعا غير 

  .فان المثلثين يتطابقان, مشترآا من مثلث اخر 
  :البرهان

  :وفيهما, مثلثين  ABC, DEFليكن 
 EDBA −≅−  ,EB FCو  ∠≅∠ DEFABCيجب ان نبرهن ان .   ∠≅∠ ∆≅∆  

FECBاذا آان    .يتطابق المثلثين SASاو  ASAفانه من ,  −≅−
CBFEFECBاما  Th53من .  E-Fلاتطابق  B-Cنفرض ان  −<−−<− ,.  
CBFEنفرض ان  HBFEو  B-H-Cبحيث ان  Hنقطة فانه توجد ,  −>− −≅− .  

SAS  ,DEFABHمن  EFDBHA, لذلك .  ∆≅∆ EFDHCABCAلكن , ∠≅∠ ∠≅∠=∠ 
 ∠BCAتطابق الزاوية الداخلية المقابلة لها  ∠BHAالزاوية الخارجية  AHCوبذلك في المثلث 

  . Th75وهذا خلاف 
FECBنستنتج ان    .يتطابق المثلثين SASومن −≅−

  
  
  
  


