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0,7التحلٌل العقدي  اسم المادة  

عقديالتحلٌل ال مقرر الفصل  

 اهداف المادة
 

دسٌا ودراسة خواصه الجبرٌه مفهوم العدد العقدي وكٌفٌة تمثٌله هن ان ٌتعلم الطالب
كذالك معرفة وفه الى تمثٌله بالشكل القطبً ودراسة خواصه التوبولوجٌه  بالاضا
والاطلاع حقٌقٌة لالعقدٌة واهم الاختلاف بٌنها وبٌن الدوال اذات المتغٌرات الدوال 

فً التفاضل والتكامل وتعرٌف ماٌقابلها التً تم دراستها  الدوال الاولٌةعلى مختلف 
 دراسة بالاضافة الىللدوال التحلٌلٌة التكامل العقدي اٌجاد و فً الدوال العقدٌة

ها فً الدوال الحقٌقٌه صللدالة التحلٌلٌة والمقارنه بٌن خوا المتتابعات والمتسلسلات
  وانرحىَلاخ انخطُح سبنظرٌة الروا افة الىبلأض

للمادة التفاصٌل الاساسٌة  
 

 الاعداد العقدٌة، الدوال العقدٌة ، الدوال الاولٌة،التكامل العقدي
انرحىَلاخ انخطُح ،المتتابعات والمتسلسلات،نظرٌة الرواسب  

 الكتب المنهجٌة
 

 شرشل ، المتغٌرات العقدٌة وتطبٌقاتها ، الجزء الثامن
 التحلٌل المركب وتطبٌقاته

 المصادر الخارجٌة
 

العقدٌة،عبدالرحمن سلمان جمعه،ااساسٌات الدوال   
7102 

الامتحانات  المختبر الفصل الدراسً تقدٌرات الفصل
 الٌومٌة

الامتحان  المشروع
 النهائً

  ً41%     ً01%     ً01%  

 بسم  الله الرحمن الرحٌم

 

 جمهورٌة العراق

 

 وزارة التعلٌم العالً والبحث العلمً

 جهاز الاشراف والتقوٌم العلمً

 اسم الجامعة:الانبار

 اسم الكلٌة: التربٌة للعلوم الصرفة

 اسم القسم:الرٌاضٌات

 المرحلة:الرابعة

الثلاثً:ا.د.عبدالرحمن سلمان جمعهاسم المحاضر   

 اللقب العلمً:استاذ

 المؤهل العلمً:دكتوراه

 مكان العمل:جامعة الانبار
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:(Syllabus ( * انمفــرداخ 

 

)Complex Numbers(  1-  الأعذاد انعقذَه  

 

)Complex Functions(  2- انذوال انعقذَه  

 

)Elementary Functions(  3- انذوال الأونُه  

 

)Complex Integral(  4-  ٌانركامم انعقذ  

 

)Sequences and series(  5-  انمرراتعاخ وانمرضهضلاخ  

 

(Residue Theory  ( وظرَح انرواصة -6    
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)Complex Numbers(  الأعذاد انعقذَه 

 

وٌرمز له عادة بالرمز     (   )   ( بأنه الزوج المرتبالمركب )العدد العقدي: ٌعرف   العدد العقدي 

                         وٌكتب بالشكل               

  حٌث  √    أو  (   )    وعلٌه نسمً     للعدد  بالجزء الحقٌقً    وٌرمز له بالرمز           

فٌمثل   خٌالً للعددالجزء ال   وٌرمز له بالرمز         وهً أعداد تنتمً إلى حقل الأعداد الحقٌقٌة               أما  

( فٌرمز لها بالرمز ) المركبةةالعقدٌ  أما مجموعة الأعداد   ، وٌعبر عنها     +      (   )*    

 

  )    الاعداد الاتٌة هً اعداد عقدٌة):مثال                                         

 

 

العقدي الخواص الجبرٌة للعدد   
عددٌن معقدٌن فإن حاصل الجمع ٌعرف بالشكل الآتً:    لتكن  خاصٌة الجمع: -أ                       

 

      (      )  (      )  

               (     )   (     )         

 

فإن        لتكن  : مثال                

      (    )  (   )  (   )   (   )        

ٌعرف بالشكل الآتً: ضربعددٌن معقدٌن فإن حاصل ال  :ضربخاصٌة ال -ب                       

  لتكن 

      (      )  (      )  

             (         )   (         )=      

 

 

فإن       لتكن   : مثال                  

      (    )  (   )  
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             (     (  ))   ( (  )   ( )) 

             (   )   (    ) 

                  

 

 

 

ٌعرف بالشكل الآتً: قسمةعددٌن معقدٌن فإن حاصل ال لتكن  خاصٌة القسمة: -ج                      
  
  

 
      

      
                                  

          
         

  
    

 
  

         

  
    

 
  

 

.العقدٌة كما فً الاعداد الحقٌقٌةلخاصٌة الابدالٌة والتجمٌعٌة تنطبق على الاعداد : اظةـملاح  

 

 

  لتكن      :مثال

                

 
 

ـــلاحظـــة:م  

( أي أن        000العنصر المحاٌد لعملٌة الجمع هو ) -أ       

( أي أن    000العنصر المحاٌد لعملٌة الضرب هو ) -ب     

(   )    أي أن       النظٌر الجمعً للعدد العقدي هو     -ج    

    (   )   .
 

     
 

  

هو  النظٌر الضربً للعدد العقدي -د       /       

هو حقل غٌر مرتب   ة  العقدٌ حقل الأعداد  - هـ   

ترك تمرٌن للطالب.هـ( ت( والملاحظة )دبرهان الملاحظة )  

 

جد النظٌر الضربً للعد المعقد  : مثال  

        

 



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

6 

 
 

 

تاٌشِض ٠ٚشِض ٌٗ   z للعدد (conjugate) ، فإن العدد المرافق     لتكن  :مرافق العدد المعقد      

 وٌعرف كالآتً: 

 

       

| | وٌسمى طول العدد وٌكافئ الصٌغة   | |وٌعرف    √  وٌرمز له بالرمز العقدي والقٌمة المطلقة )المقٌاس( للعدد   

| |  √           

 

    | | فإن        وكذلك   √  (  )  ( )√  لتكن   :مثال       

 

العدد العقديخواص مرافق ومقٌاس   

     
   

 
       

   

  
 ا     

 ب               

 ج             

)    بشرط أن      
  
  

)  
  
  

 د     

 هـ              

|   بشرط أن      
  
  

|  
|  |

|  |
 و     

| |  | |  ي     

 ت       

 

: يبرهان   

 نفرض ان 

              ̅       
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فإن     .نظرٌة  لكل            

      |  |           |  |  أ      

|     |  |  |  |  |  ب    

|     |  |  |  |  |  ج    

||  |  |  ||  |     |  |  |  |  |  د    

 

 

ب: البرهان  

|     |
  (     )(     ) 

                     (     )(     ) 

                                         

                     |  |
            |  |

  

                     |  |
      (    )  |  |

  

 من الفرع ) أ ( ٌكون لدٌنا

|     |
  |  |

   |    |  |  |
  

                     (|  |  |  |)
  

 وبأخذ الجذر التربٌعً للطرفٌن نستنتج المطلوب.
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العقدي د التمثٌل الهندسً والصٌغة القطبٌة للعد   

ونقطة الأصل   (   ) ٌمثل طول المتجه الواصل بٌن النقطة   | | عند رسم        العقدي فً المستوي    فإن 

 العدد 

 

  

كما فً الشكل  (   ) 

 
 

 

                                                                  

 

(argument) العدد العقدي       وتكتب بالشكل           الزاوٌة    تسمى سعة الشكل الظاهرة فً  

مع محور السٌنات الموجب. الزاوٌة التً ٌصنعها العدد العقديوتعرف بأنها    
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حٌث      ، بٌنما ، فإننا نحصل على نفس النقطة   بـ        غٌر وحٌدة التحدٌد لأن إذا عوضنا      نلاحظ أن  

وٌرمز لها بالرمز      .    تكون وحٌدة حٌن       القٌمة الأساسٌة للسعة عندئذ نطلق علٌها      

  

جد السعة  :مثال      يدلقٌمة الأساسٌة للسعة للعدد العقوا        

                

 
       

 
حسب تعرٌف السعة الحل.   نجد أن                      

                                                                       
 

 
 إذن تكون                                                             

            

       
 

 
حٌث         أي أن      أصغر قٌمة موجبة للسعة أما القٌمة الأساسٌة لهذه السعة فهً 

(Polar form) للعدد العقدي أما الآن سنوضح الصٌغة القطبٌة   

سابقا . من المعروف  صفري الغٌر  العدد العقديالتً تقابل            لتكن    و  الإحداثٌات القطبٌة للنقطة (   )

كما ٌلً ونستطٌع كتابته بالصٌغة القطبٌة  العدد   ، كذلك       أن                

( )                                              (          ) 

كما نبٌنه بالشكل  | |      : العقدي هً السعة للعدد       حٌث 

 

 

                          

 

 

 

                                                                                                  

 

 

 

 

 

جد السعة  :مثال     والقٌمة الأساسٌة للسعة للعدد العقدي   

  
  

  √  
 

  الحل.

               

  
 حسب تعرٌف السعة   نجد أن                      

            √ 

 
 

 

 
 

 

                      

 

  
  

 
 إذن تكون                                                              

� 

(𝒙 𝒚) 

𝑥 

𝜃 
𝑋 
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حٌث         أي أن    أما القٌمة الأساسٌة لهذه السعة فهً أصغر قٌمة موجبة للسعة  

 

 

 نظرٌة:

عددان معقدان فإن     لٌكن     

   (    )  أ                         

   (     )  ب                      

   (  )  جـ                                     

.( وتترك الفروع البقٌة كتمرٌن للطالبأنبرهن الفرع )البرهان.    

  ي فاندصٌغة القطبٌة للعدد العق( من الأبرهان )

   |  |(            ) 

   |  |(              ) 

على الترتٌب.  السعة للعددٌن         حٌث      

     |  ||  |(                     )  وعلٌه ٌكون (                     )  

                  |  ||  |(   (     )      (     )) 

هً           العقدي لذلك ستكون السعة للعدد     

   (    )  أي أن                 

  

 

  تعرٌف

تاٌشىً ا٢ذٟ:  (Euler's formula)   ذؼشف ط١غح أ٠ٍٚش

               

ل١ّح ؼم١م١ح ذماط تاٌضا٠ٚح إٌظف اٌمطش٠ح.   ؼ١س     

تاٌظ١غح ا٢ذ١ح    ( )   اٌّؼشف تاٌظ١غح ٞذزٌه ٠ّىٓ إػادج ذؼش٠ف اٌؼذد اٌؼمٌ

( )                                                                    

تظ١غح أ٠ٍٚش  أورة اٌؼذد  : مثال        

 انحم.

       
  

  
                           

      
   

 
                     

  √(  )  (  )  √               
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                                            √  
 .

   

 
    /

         ٌزٌه ٠ىْٛ                                                     

   

 

 

 

 

 

اٌؼمذٞ ظذ اٌغؼح ٚاٌم١ّح الأعاع١ح ٌٍغؼح ٚاورة ط١غح أ٠ٍٚش  ٌٍؼذد   :مثال  

  
     

√   
                                                                                          

 انحم.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  فرىْٛ اٌظ١غح اٌمطث١ح ٌٍؼذد

  
|     |

|√   |
 
 .

   
  

    /
 

    
 .

  
  

    /
            

 

                                                                                      (    ) :مــلاحظــح                     

 

 

 

فئْ        ٌٕأخز  :مثال            

      
 

 
          

               (    )  (   )  
  

 
 ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ                                                      

𝜃  𝑡𝑎𝑛  
 

√ 
 
𝜋

 
  𝑛𝜋  

𝜃  𝑡𝑎𝑛  
  

  
 

 𝜋

 
  𝑛𝜋        

         𝑛            

𝑎𝑟𝑔 𝑧  𝜃  𝜃  𝜃                             

 (
 𝜋

 
 
𝜋

 
)   𝑛𝜋         

               
  𝜋

  
  𝑛𝜋   𝑛            
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 ت١ّٕا                                                                 

 

 

 

 

 

 

 

 

شُ اورثٗ تظ١غح أ٠ٍٚش .      اٌؼمذٞ ظذ اٌغؼح ٚاٌم١ّح الأعاع١ح ٌٍغؼح ٌٍؼذد  :مثال  

         

 
 

  

 
 انحم.                                         

   (  )  
  

 
ٌٍغؼح فٟٙ                                                       أِا اٌم١ّح الأعاع١ح   

| |  ط١غح ا٠ٍٚش                                      √  (  )  ( )√   

    
 .

  

 
    /

 ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ                                                  
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 انرمثُم انهىذصٍ نهمجمىع وانفرق

٠ّصً ٔفظ اٌى١ّح اٌرٟ ٔغرخذِٙا لإ٠عاد ِؽظٍح لٛذ١ٓ,   فئْ         ١ٌىٓ اٌؼذد                      

 .    (   ) أٞ     (   )  وزٌه        ٔعّغ      ِغ  

 

 

:ملاحظح  

 . ٚٔظف لطش٘ا     ذّصً ظ١ّغ إٌماؽ اٌٛالؼح ػٍٝ ِؽ١ؾ دائشج ِشوض٘ا ٔمطح الأطً   (   ) | |  ا.     

(     )    ٚٔظف لطش٘ا  .   ذّصً ِعّٛػح إٌماؽ اٌٛالؼح ػٍٝ ِؽ١ؾ دائشج ِشوض٘ا   |    |  

 ب  اٌّؼادٌح     

 . ذؼٕٟ اٌثؼذ ت١ٓ إٌمطر١ٓ         ض   |     |

   . ٚٔظف لطش٘ا    |    | ػٍٝ ِؽ١ؾ دائشج ِشوض٘اداخً ٚذّصً ِعّٛػح إٌماؽ اٌٛالؼح      د   اٌّرشاظؽح      
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  . ٚٔظف لطش٘ا     ذّصً دائشج ِشوض٘ا          |     | إشثد أْ   :مثال    

فئٔٗ ع١ىْٛ ٌذ٠ٕا      اٌؽً.  تّا أْ        

|        |    

|(   )   (   )|    

(   )  (   )    

.3ٚٔظف اٌمطش ٘ٛ    تّماسٔرٙا ِغ ِؼادٌح اٌذائشج فئٔٗ ٠ىْٛ اٌّشوض ٘ٛ  (    ) اٌؼذد اٌؼمذٞٚ٘ٛ        

 

ذّصً ِؼادٌح اٌّؽٛس اٌؽم١مٟ        |    |  |    | إشثد أْ    :مثال  

 اٌؽً.  تّا أْ          فئٔٗ ع١ىْٛ ٌذ٠ٕا

|       |  |       | 

   (   )     (   )  

                

          

ٚ٘زٖ ِؼادٌح اٌّؽٛس اٌؽم١مٟ     .    

 

De Moivre's Theorem   قىج انعذد انعقذٌ ووظرَح دَمىفُرا  

ِٛظة فئٔٗ ؽثما ٌؽاطً اٌؼشب ٠ىْٛ ػذد طؽ١ػ    ١ٌىٓ 

     (            ) 

ؼ١س             
 

  
عاٌة فئْ   ػذد طؽ١ػ   أِا إرا واْ  

ٚذغّٝ ٘زٖ اٌظ١غح    (            ) ؼ١س    (          )  طؽ١ؽح ٌىً   أػلاٖ اٌؼلالح     

ٔظش٠ح د٠ّٛافش.   

 ٚإرا واْ الأط وغش فئْ

 
 
  | |

 
 (   

         

 
     

         

 
)  

ؼ١س                  ٟٚ٘ اٌظ١غح اٌرٟ ذؼط١ٕا ظ١ّغ اٌعزٚس ا١ٌٕٔٛح ٌٍؼذد   

 

 

  (   √  )
  

فٟ ؼغاب      اش:  إعرخذَ ػلالح د٠ّٛف١مثال    

               اٌؽً.  ٔفشع أْ                                  √                                                                             

    .
  

 
 

√ 

 
 فئْ                                                          / 

            
  

 
        

√ 

 
        

ذمغ فٟ اٌشتغ اٌصأٟ ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ    إرْ   
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    .  

 

 
/ 

  

               
 

 
    .  

 

 
/ 

                                                            
  

 
 إرْ ٠ىْٛ                                                                

                                                             (   
  

 
     

  

 
)  ٚ٘زا ٠ؤدٞ                            

                                                                      
   4 (   

  

 
     

  

 
)5

  

 ٚتاٌراٌٟ ٠ىْٛ          

 

فئٔٗ اف١شّٛٚؼغة ػلالح د٠  

     (   
   

 
     

   

 
) 

       (            ) 

    (    )                 

                                   

 

  اٌؼمذٞ ظذ اٌعزٚس اٌصلاشح الأٌٚٝ ٌٍؼذد   :مثال   

     
 

 
ٚأْ      اٌؽً.   √  

    
 
 (   

     

 
     

     

 
) 

        

٠ىْٛ ٌذ٠ٕا     إرْ ػٕذِا     

   (√ )
 

 (   
 

 
  

 
     

 

 
  

 
)   

 (√ )
 

 .   
 

  
     

 

  
/   

ٌذ٠ٕا٠ىْٛ      ٚػٕذِا    

    (√ )
 

 (   
 

 
   

 
     

 

 
   

 
)   

 (√ )
 

 .   
  

  
     

  

  
/     

٠ىْٛ ٌذ٠ٕا     ٚػٕذِا    

    (√ )
 

 .   
   

  
     

   

  
/         
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حانعقذَ انرثىنىجُا نلأعذاد   

اٌّفا١ُ٘  ٘زٖ ٚأٚي اٌؼمذٞ الأعاع١ح اٌرٟ ذرؼٍك تّعّٛػاخ إٌمؾ فٟ اٌفؼاء  فا١ُّ٘فٟ ٘زا اٌفظً عٕرطشق إٌٝ تؼغ اٌ

-   ,   تاٌظ١غح  ػٍٝ اٌفرشج اٌّغــٍمح اٌّؼشفح   ( ) ح اٌؼمذ٠٘ٛ إٌّؽٕٟ ٚاٌزٞ ٠ؼشف تأٔٗ اٌّذٜ ٌٍذاٌح اٌّغرّشج راخ اٌم١ُ 

دٚاي ؼم١م١ح ِغرّشج.            x( )  ( )ْؼ١س       ٚا z( )  ( ( )  ( )) 

.دٚاي لاتٍح ٌلاشرماق     ( )  ( ) ػٕذِا ذىْٛ    Smooth    ٚ ٠ىْٛ إٌّؽٕٟ اٍِغا 

ٚأْ    ؼ١س          ( )   ( )    ( ) C تاٌّؼادٌح اٌٛع١ط١ح       ٚعٕؽذد إٌّؽٕٟ 

( )  ذىْٛ     ( ( )  ( )) ذغّٝ إٌمطح الإترذائ١ح ٌٍّٕؽٕٟ ت١ّٕا     ( )  ( ( )  ( )) إٌمطح      

ٌٍّٕؽٕٟ.إٌمطح إٌٙائ١ح   

   ٛ٘ ٔمطر١ٓ فئْ اٌخؾ اٌزٞ ٠شتؾ        ِغ      ا٢ْ إرا وأد                     

( )    ؼ١س          (   (     )   (     ) )  

( ٠ّٚىٓ وراترٗ تاٌظٛسج ا٢ذ١ح: 4-1) وّا ِٛػػ تاٌشىً  

   ( )     (     )             

اٌشىً ا٢ذٟ:عرأخز فئْ اٌّؼادٌح    تإٌغثح ٌٍّٕؽٕٟ   

    ( )     (     )             

ذىْٛ    فئْ اٌّؼادٌح اٌٛع١ط١ح ٌٍّٕؽٕٟ       ( ) ِٕؽٕٟ ِؼادٌرٗ اٌٛع١ط١ح ٟ٘    مٛي أٔٗ إرا واْ ٔغرط١غ أٌ ٕ٘اِٚٓ    

 .       ,  (   ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

دػٕا ٔذسط إٌّؽٕٟ  الاذٟالاْ    .Closed curve    ٠غّٝ ِٕؽٕٟ ِغٍك C (   )  فاْ إٌّؽٕٟ     (   )   دإرا وأٚ  

اقاٌزٞ ٠ّصً ٚسدج تأستؼح أٚس   ؼ١س            ( )             ٚ    ( )             

  
  

  

 

𝑐 

𝑧  𝑧( ) 

𝑧(𝑡) 
𝑧  𝑧( ) 
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(3فٟ اٌٛسلح )  
  

 
    ٚ (  ٚت١ٓ 2فٟ اٌٛسلح )    إٌٝ    

 

 
( ِٚٓ 1إٌماؽ فٟ اٌٛسلح )  
 

 
إٌٝ   0ذٕطٍك ِٓ    لاؼع أْ  

(.4فٟ اٌٛسلح )         ,
  

 
ت١ٓ    ٚأخ١شاً  

. ٌزٌه ٔغّٟ إٌّؽٕٟ اٌزٞ لا ٠مطغ ٔفغٗ تإٌّؽٕٟ اٌثغ١ؾ  فمؾ أْ إٌّؽٕٟ ٠مطغ ٔفغٗ فٟ ٔمطح الأطًٚوزٌه ٠ّىٓ ِلاؼظح   

 .         , تاعرصٕاء إؼرّا١ٌح أْ ٠ىْٛ        ػٕذِا ٠ىْٛ         (  )   (      ) ٚاٌزٞ ٠رطٍة(  )  

ٚاٌرٟ ذؼشف تأٔٙا  اٌؼمذٞ فٟ اٌّغرٛٞ    ا٢ْ ِٓ اٌّٛاػ١غ اٌّّٙح اٌرٟ تظذد دساعرٙا فٟ ٘زا اٌفظً ٟ٘ اٌعٛاس ٌٍٕمطح   

 ظ١ّغ إٌماؽ اٌرٟ ذؽمك اٌّرشاظؽح ا٢ذ١ح 

|    |    

وّا ِٛػػ تاٌشىً   ؼٛي      ٚ٘زٖ ذّصً ِعّٛػح إٌماؽ داخً اٌمشص اٌّفرٛغ تٕظف لطش       

  

 

 

 

 

ٚٔظف لطشٖ      ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ    ٚاٌزٞ ٠ّصً لشص اٌٛؼذج اٌّفرٛغ ِشوضٖ      ٠ٚشِض ٌٗ تاٌشِض(  )  

  (  )  *  |    |   + 

تاٌظ١غح    ٚٔظف لطشٖ     ٚأ٠ؼا ٔغرط١غ ذؼش٠ف لشص اٌٛؼذج اٌّغٍك اٌزٞ ِشوضٖ   

  (  )  *  |    |   + 

 ٚاٌمشص اٌّصمٛب تاٌظ١غح

  
 (  )  *    |    |   +    (  ) * + 

ٚذغّٝ   S S ٠مغ تاوٍّٗ فٟ إرا ٚظذ ظٛاس ٌٙزٖ إٌمطح   ٌٍّعّٛػح    (Interior point) ذغّٝ ٔمطح داخ١ٍح     إٌمطح   

خا١ٌح٠ىْٛ ِعّٛػح   S  ذماؽؼٗ ِغ اٌّعّٛػح إرا ٚظذ ظٛاس ٌٍٕمطح       S ٌٍّعّٛػح   (Exterior point)   ٔمطح خاسظ١ح

   

 . (Boundary point) ٚإٌمطح اٌرٟ لا ذىْٛ داخ١ٍح ٚلا خاسظ١ح ذغّٝ ٔمطح ؼذٚد٠ح    

 

 

 
 

 

. 휀 
𝑧  
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اٌرٟ ذؽمك         

أظش اٌشىً اٌراٌٟ:   | |           

 

 
 

 

هنا المعادلة اكتب.     

  

ذغّٝ ِعّٛػح ِفرٛؼح إرا واْ وً ٔمطح ِٓ ٔماؽٙا ٔمطح داخ١ٍح ٚذغّٝ ِغٍمح إرا وً ٔماؽٙا اٌؽذٚد٠ح ذمغ    اٌّعّٛػح  

 داخً  .

  

ِصاي ػٍٝ رٌه . ٠مغ تأوٍّٗ داخً  ٠ظً ت١ّٕٙا ِٕؽ٠ٟٕٛظذ     ٚوزٌه   ِعّٛػح ِرظٍح  (connected) ارا ٌىً      

 ذىْٛ 

٘ٛ أ٠ؼا ِعّٛػح     *    | |   + ٚأ٠ؼا اٌشىً اٌؽٍمٟ  ِرظٍحِعّٛػح      *  | | اٌمشص +  

 ِرظٍح ِفرٛؼح لأْ أٞ ٔمطر١ٓ فٟ   ٗا ٠مغ تأوٍّٗ داخٍفئْ إٌّؽٕٟ اٌزٞ ٠شتطّٙ  اٌّفرٛغ

 

ٚاٌّعاي ِغ ظ١ّغ ٔماؽٗ اٌؽذٚد٠ح ٠غّٝ ِٕطمح   (Domain)   اٌّعايٚػ١ٍٗ ٔغّٟ اٌّعّٛػح اٌّفرٛؼح اٌّرظٍح تئعُ 

إٌماؽ اٌؽذٚد٠ح ٚاٌّعّٛػح اٌرٟ ذشىً ِٓ اذؽاد اٌّعاي ٚ  *          + ِٚصاي ػٍٝ رٌه اٌشش٠ؾ   (Region) 
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 .  ذغّٝ ِٕطمح ِغٍمح ِٚصاي ػٍٝ رٌه ٔظف اٌّغرٛٞ +     *

 

 

  (Simply connected) ) ِرّّح اٌّعّٛػح     اٌّعّٛػح ( ِرظٍح فئْ   ذىْٛ ِرظٍح اذظالاً تغ١طا   ٚإرا وأد   

)(Multiply connected) ً١ٌغد ِرظٍح فئْ    ِرظٍح اذظالاً ِؼاػفا  أِا إرا واْ   

 

 

 

 
 

٠ؽرٛٞ ػٍٝ الألً ٔمطح   إرا واْ وً ظٛاس ٌٍٕمطح     ٌٍّعّٛػح     (Accumulation point) ذغّٝ ٔمطح ذعّغ  

 ٚإٌمطح   

ِغٍمح إرا اؼرٛخ ػٍٝ وً ٔماؽ ذعّؼٙا.   ذىْٛ اٌّعّٛػح  ٚػ١ٍٗ    ٚاؼذج ِٓ  

.(       )     
 

 
   لاؼع أْ ٔمطح الأطً ٟ٘ ٔمطح اٌرعّغ اٌٛؼ١ذج ٌٍّعّٛػح

 

ؼ١س    ظذ ٔمؾ اٌرعّغ ٌٍّعّٛػح    :مثال   

  2(  )  
 

 
        3  

 اٌؽً.  لاؼع أْ 

  2   
 

 
  

  

 
  

 

 
   3  

 

     2   
  

 
  

  

 
   3 ؼ١س         أ٠ؼاً ٠ّىٓ ِلاؼظح        

   2
 

 
  

 

 
  

 

 
   3        

ٚػ١ٍٗ ِٓ اٌرؼش٠ف ٔعذ أْ ٔماؽ اٌرعّغ ٌٍّعّٛػح      ٚاٌصا١ٔح    ٌٍٕماؽ الأٌٚٝ ٟ٘       ٔلاؼع أْ ٔماؽ اٌرعّغ ٌٍّعّٛػح   

.*    + ٟ٘ 

 

 

 

 

 

 

 

 

ذؽمك ِٓ أْ   -1  

 
 

Homework 
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(√   )   (  √  )    -ا     

  - ب   √    √     ّ٘ا ظزساْ ٌٍّؼادٌح         

 

إشثد أْ   -2  

    .
 

 
/ لأٞ ػذد ِؼمذ إرا واْ             فئْ           أ -

        ٠ِٓؼمذ ٠ٓلأٞ ػذد   -ب          فئْ       ػذد ؼم١مٟ.    

     . |    |  |    | لأٞ ػذد ِؼمذ      فئْ  | | √  – ـظ  

                          |     |
  |  |

     (    )  |  |
 د                      

ػثش ػٓ الأػذاد اٌرا١ٌح تاٌظ١غح اٌمطث١ح شُ تظ١غح أ٠ٍٚش  -3  

        
  √  

(   ) 
              

ظذ اٌعزٚس ٌلأػذاد  اٌؼمذ٠ح ا٢ذ١ح  -4  

         (  √  )
 

(   )            ظـ    
 

(  √   )      ب     
 

       أ     

ػثش ػٓ الأػذاد  اٌؼمذ٠ح ا٢ذ١ح تاٌظ١غح    -5      

    
 

           ب        
 

       أ    

  

ِٚشوض٘ا ٔمطح الأطً 2ٔمطح ذمغ ػٍٝ ِؽ١ؾ دائشج ٔظف لطش٘ا    |       |  ؼ١س      6-   

(    )    (  ) إشثد طؽح اٌؼلالح ا٢ذ١ح         -7  

فًٙ   ِرظٍح؟ ٌّٚارا؟  |   | أٚ     | | تؽ١س     ِعّٛػح ِفرٛؼح ذؽٛٞ إٌماؽ    ٌرىٓ   -8   

ظذ ِعّٛػح إٌماؽ اٌؽذٚد٠ح ٚاٌرعّغ ٌٍّعّٛػاخ ا٢ذ١ح  -9  

2           ب     +         *        
 

 
         أ      3          

ظذ اٌّعّٛػاخ ا٢ذ١ح ف١ّا إرا وأد ِرظٍح , ِٕطمح , ِم١ذج   -10  

       *  |    |         أ   +        *       ب   +         *       ظـ   +  

تش٘ٓ ػٍٝ أٔٗ إرا وأد اٌّعّٛػح ذؽرٛٞ ػٍٝ وً ٔماؽ ذعّؼٙا فئٔٙا ِغٍمح.  -11  

 

 

 

 

 

 
 

(Complex functions) الدوال العقدٌة   
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ِغ  ٌىً ػذد   ٖٟ٘ لاػذج الإسذثاؽ اٌٛؼ١ذ    ِٓ اٌّعّٛػح    (   ) اٌّؼشفح ػٍٝ اٌّعّٛػح   اٌذاٌحذعرَف :      

ِٚعّٛػح وً   تإٌغثح ٌٍذاٌح    ٘ٛ طٛسج اٌؼذد     ٌٍذاٌح  ذغّٝ اٌّعاي   اٌؼذد اٌؼمذٞٚ     اٌؼذد اٌؼمذٞ  . اٌّعّٛػح  

  . أٚ طٛسج اٌذاٌح    ذغّٝ ِذٜ اٌذاٌح     اٌظٛس +    ( )   *  

تأْ اٌؼذد  ٚوّا ٘ٛ ِؼشٚف          ٌزٌه فأْ          ؼ١س      ّ٘ا اٌعضئ١ٓ اٌؽم١مٟ ٚاٌخ١اٌٟ ٌٍؼذد     

ٌزٌه ذىرة اٌذاٌح     ػٍٝ اٌرشذ١ة ٚاٌرٟ ذؼرثش دٚاي ؼم١م١ح ذؼرّذ ػٍٝ اٌّرغ١ش٠ٓ    ؼ١س (   )     (   )   

  . ٟٚ٘ داٌح راخ ل١ُ ِؼشفح ػٍٝ     ( )     (   )    (   ) تاٌظٛسج اٌرا١ٌح    ( ) 

٠ّـىٓ أْ ٔرخ١ً اٌشعُ تغٌٙٛح وــّا ٘ٛ ِؼراد ػٕذ سعُ  ح فئٕٔــا لااٌؼمذ٠ ِٚٓ اٌعــذ٠ش تاٌزوش ٕ٘ا تــأٔٗ ػٕذ سعُ اٌذاٌح 

.ح ػٍٝ ٚطف ذأش١ش اٌذاٌح ػٍٝ ِعاٌٙااٌؼمذ٠ اٌــذٚاي اٌؽم١م١ح تً ع١ؼرّذ سعّٕا ٌٍذاٌح   

 

فئْ     ( ) إرا وأد     :مثال     

 (    )  (    )             

                                          (   )        

 (   )  ٕٚ٘ا ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا                                              

 ت١ّٕا فٟ اٌؽاٌح اٌمطث١ح فئْ 

 (    )  (    )
 
                         

                                    (   )            

 (   )  ٌزٌه ٠ىْٛ                                              

 

( )      تذلاٌح اٌّرغ١ش٠ٓ          ػثش ػٓ اٌذاٌح   :مثال           

 

تّا اْ   اٌؽً.   

            فئْ 
   

 
         

   

  
 

 ( )   4
   

 
5

 

   4
   

  
5

 

 

                                     
 
  (          

 
) 

                             (   )    (    )   (   )  
 
 

 

 

 (Multiple valued complex function)  انذانح انمركثح مرعذدج انقُم 

٠ماتٍٙا ػذج ل١ُ   اٌّؼشفح ػٍٝ اٌّعاي    تأٔٙا داٌح ِؼمذج ِرؼذدج اٌم١ُ إرا واْ ٌىً ٔمطح      ٠ماي ٌٍذاٌح ( )   

    ( ) 
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ِؼشفح وا٢ذٟ     ( ) ٌرىٓ اٌذاٌح   :مثال  

   ( )   
 
  

  . ٠ٛظذ شلاشح ل١ُ ٌٍّرغ١ش    وً ػذد  اٌم١ُ لأٔٗخّاع١ح فئٔٙا داٌح     

 

 

Linear Transformation ٍانرحىَم انخط 

     ( ) فئْ اٌرؽ٠ًٛ           ٌرىٓ                    ؼ١س      .

٠ٚغّٝ اٌرؽ٠ًٛ خطٟ. ٚ٘زا اٌرؽ٠ًٛ ٌٛ أِؼٕا إٌظش ف١ٗ    اٌٝ اٌّغرٛٞ     ٘ٛ ذطث١ك ذماتٍٟ )شاًِ ِٚرثا٠ٓ( ِٓ اٌّغرٛٞ  

ورذ٠ٚش ٠رثؼٙا ذىثـــ١ش تٛاعطــــح      الإٔرماي ٚ٘زا ٚاػػ ِٓ خلاي ١ة ِٓ اٌرذ٠ٚش ٚاٌرىث١ش ٚــذشوٌٛظذٔا أٔٗ        

  

.  أِا اٌرطث١ك اٌؼىغٟ ٌٙزا اٌرطث١ك فٙٛ  أِا الإٔرماي فٙٛ ِٓ خلاي اٌّرعٗ               | | 

     ( )  
 

 
  

 

 
 

اٌٝ اٌّغرٛٞ   .   ذطث١ك ِرثا٠ٓ ٚشاًِ ِٓ اٌّغرٛٞ      ٚاٌرطث١ك  

 

 

 

 )  
 
) مه وىع انرحىَم       

ؼ١س          ,    ( ) ( )     ٔغرط١غ ذّص١ٍٗ تالأؼذاش١اخ اٌمطث١ح وا٢ذٟ             اٌرؽ٠ًٛ     

  ( ) فئْ اٌرؽ٠ًٛ       فئرا اعرخذِٕا الإؼذاش١اخ اٌمطث١ح ٌٍّغرٛٞ     ,               

             

ع١ىْٛ وا٢ذٟ    اعرخذِٕا الإؼذاش١اخ اٌىاسذ١ض٠ح فئْ اٌرطث١ك أِا إرا       

   ( )                     

 ٌزٌه                                                                                                     

وا٢ذٟ ِّىٓ أْ ٔؼثش ػٕٗ تاٌظ١غح اٌمطث١ح       
 
  اٌرؽ٠ًٛ 

   ( )   
 
   

 
    

                 

  
 

 
       

 

٠ىْٛ        
 
فٟ اٌّغرٛٞ       فئْ اٌرطث١ك       إرا اعرخذِٕاٚوزٌه       

 ٚإرا اعرخذِٕا الإؼذاش١اخ اٌىاسذ١ض٠ح ع١ىْٛ                

٠ؼطٝ تاٌّؼادلاخ ا٢ذ١ح     فئْ اٌرطث١ك    

              

 

 مثال:
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( )   ذؽٛي اٌخؾ         إٌٝ          إشثد أْ اٌذاٌح         

      ( )    انحم.                                                   (    )  

       

  ٌزٌه ٔعذ أْ                                                                                                              

                     

 

 

ل١ُ ترؼ٠ٛغ      فٟ اٌّؼادٌح       ٔغرٕرط أْ      

       

 ٌزٌه                                                                                                             

 

 

٠رؽٛي إٌٝ ٔظف اٌّغرٛٞ          ت١ٓ أْ ٔظف اٌّغرٛٞ       ذؽد ذأش١ش اٌرؽ٠ًٛ   مثال:         

 انحم.

      ( )   (    )    

              

                                 (   )        (   ) 

 ٌزٌه ٔعذ أْ                                                                                           

 إرْ                                                                                                    

 

ِٛػػ تاٌشىًٚوّا   

 

 

   

         

 

  

 

ذؽد ذأش١ش اٌرؽ٠ًٛ      (   )     |     | إشثد أْ طٛسج اٌمشص اٌّفرٛغ    مثال:     

      .|      |  ٘ٛ اٌمشص اٌّفرٛغ    

 انحم.

 اٌرؽ٠ًٛ اٌؼىغٟ ٠ؼطٝ تاٌظ١غح ا٢ذ١ح 

  
    

   
 

  ٚتاٌرؼ٠ٛغ ٠ظثػ ٌذ٠ٕا

1 

𝑣 

𝑢 

𝑦 

𝑥 
1 

2 
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|
    

   
    |    

|     (   )(   )|    

 ٚتاٌرثغ١ؾ ٠ىْٛ 

 

 

 

 

|      |    

 

    ( )                                                                                                                             

   

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

    

اٌّؼشفح ػٍٝ اٌّعاي       ( ) أٚظذ ذّص١لاً ٕ٘ذع١اً ٌٍذاٌح   :مثال  

  *           + 

  ؼ١س                                                                                                          

لاؼع أْ   انحم.  

     (    )  (    )   (  ) 

      

  ٌزٌه                                                                                                                    

ٔؽظً ػٍٝ     ٚتاٌرؼ٠ٛغ ػٓ ل١ّح  

  .
 

 
/
 

   

 ٟٚ٘ ِؼادٌح لطغ ِىافئ فٟ اٌّغرٛٞ  ؼ١س          

 لأْ           ٚأْ            ٚأ٠ؼاً  ٌذ٠ٕا       

    (2-7)  𝑣 تغثة             ٚاْ          أٔظش اٌشىً      

𝑥 
 

𝑢 
 

𝑣 
 𝑦 
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 Limit and Continuous   انغاَاخ والاصرمرارَح  

ػٕذِا       ( ) راذٙا فئْ غا٠ح اٌذاٌح    ِاػذا     ِؼشفح ػٍٝ وً ٔماؽ اٌعٛاس ٌٍٕمطح        ٌرىٓ اٌذاٌح اٌّشوثح : ذعرَف   

أٚ تؼثاسج اخشٜ    ٟ٘ اٌؼذد      ذمرشب ِٓ   

   
    

 ( )     

 ٚذؽ١ٍ١ٍاً ٠ىْٛ اٌرؼش٠ف ِىافئ ٌٍرؼش٠ف ا٢ذٟ :

 

تؽ١س أْ    ٠ٛظذ ػذد ِٛظة      ٌىً ػذد ِٛظة  

| ( )    |    

 ِرٝ ِا وأد 

   |    |    

 

 

 

ٌٍٕمطح          |    | ـ   ٠ٛظذ ظٛاس ٌ         ٌٍٕمطح      |    | ٕٚ٘ذع١اً ٠ىْٛ أْ لأٞ ظٛاس          

وّا فٟ اٌشىً   ذمغ داخً اٌعٛاس    اٌرٟ ذىْٛ طٛسذٙا     تؽ١س أْ وً ٔمطح   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ٕٚ٘ا ظذ٠ش تاٌزوش أٔٗ ػٕذ دساعح اٌغا٠اخ فٟ اٌذٚاي اٌّشوثح ٠عة أْ ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا اٌذلح تاٌر١١ّض ت١ٕٙا ٚت١ٓ اٌذٚاي اٌؽم١م١ح 

ت١ّٕا فٟ اٌذٚاي اٌّشوــــثح فئْ اٌعٛاس   ؼ١س   ٠ّصً  ٚٔظف لطش٘ا     ٠ّصً فرشج ِشوض٘ا      أْ فٟ اٌذٚاي اٌؽم١م١ح  

 اٌعــــٛاس 

. 

𝑢 

  
  

       

7-2الشكل   

  
휀 

𝑤  
. 𝑤 

  

. 𝑧 

. 𝛿 
𝑧  

 

𝑣 

𝑢 

𝑦 

𝑥 
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ح ذفمـذ   ٚ٘زٖ اٌّلاؼظ  | ( )    | فٟ اٌعٍّح       ٚ٘زا ٠ٕطثك ػٍٝ ظٛاس    شٖ  ـــــــٚٔظف لط     لشص ِشوضٖ   

٠ىْٛ أِا ِٓ ا١ّ١ٌٓ أٚ ا١ٌغاس فمؾ أِا فٟ اٌذٚاي اٌّشوثح ؼ١س أْ    فىشذٟ إٌٙا٠ح ِٓ ا١ّ١ٌٓ ٚا١ٌغاس ؼ١س الإلرشاب ٌٍٕمطح   

فئْ الإلرشاب ٠ىْٛ ػثش ِغاساخ لأٙائ١ح .   ٚٔظف لطشٖ       اٌعٛاس ٘ٛ لشص ِشوضٖ   

 

 

ػٕذِا        تاعرخذاَ اٌرؼش٠ف .    ( )  
    

   
    ظذ اٌغا٠ح ٌٍذاٌح  :مثال

ٌزٌه ٠ّىٓ اعرخذاَ فىشج اٌرؽ١ًٍ اٌثغ١ؾ وا٢ذٟ    لاؼع أْ اٌذاٌح غ١ش ِؼشفح ػٕذ انحم .       

 ( )  
(   )(   )

   
     

 إرْ ٠ىْٛ تاػرثاس      ٔخراس      

  |   |  ٠ىْٛ     

| ( )   (  )|  |     |  |   |                    ٠ؤدٞ إٌٝ  

                                                                    
   

 ( )  إرْ                                                                      

 

            (    ) إشثد اْ     :مثال       

  |     (    )| ٠ماتً        |  (    )| ٌرىٓ انحم .      أْ ٔعذ ٠عة      تؽ١س ٠ىْٛ       

 ا٢ْ ٔؼ١ذ وراتح 

|     (    )|  |       |  | (  (    ))|  |  (    )|  
 

 
 

    ٠ىْٛ فئْ فٟ ٘زٖ اٌؽاٌح   
 

 
 ٔخراس 

  |  (    )|    

  |     (    )| ٠ؤدٞ إٌٝ            

 ٚ٘زا ٠ؤدٞ إٌٝ أْ 

   
      

(    )       

 

          
إشثد اْ     :مثال      

  |    | ٠ماتً        |   | ٌرىٓ انحم .      ٠عة أْ ٔعذ      تؽ١س ٠ىْٛ       

 ا٢ْ ٔؼ١ذ وراتح 

|    |  |   ||   |   |   | 

2      ٠ىْٛ فئْ فٟ ٘زٖ اٌؽاٌح   
 

 
  3 |   | ٚ٘زا ٠ؼٕٟ أٔٗ لأٞ    ٠3ىْٛ ِم١ذا تاٌؼذد    فئْ     إرا اخرشٔا    

  |   |    

  |    | ٠ؤدٞ إٌٝ                 

 ٚ٘زا ٠ؤدٞ إٌٝ أْ 
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إرا واْ ٗإشثد أ  :مثال  

 ( )  
  

 
 

فئْ   | | اٌّؼشفح ػٍٝ اٌمشص      

   
   

 ( )    

فئْ    | | ذمغ فٟ اٌمشص      | |, ٚأ٠ؼاً ػٕذِا   ٠مغ ػٍٝ ؼذٚد اٌمشص  2لاؼع أْ اٌؼذد انحم .       

| ( )   |  |
  

 
  |  |

   

 
| 

فئْ    , أٞ ػذد      ٌزٌه لأٞ     

| ( )   |    

 ػٕذِا ٠ىْٛ 

  |   |     

أطغش ِا ٠ّىٓ    ٌزٌه ٔخراس        

 

 

 

ػٕذِا     غ١ش ِٛظٛدج.   ( )  
 

 
إشثد إْ اٌغا٠ح ٌٍذاٌح    :مثال  

  . ٚاٌرخ١ٍٟ     ػٍٝ الاؼذاشٟ اٌؽم١مٟ    ٌثشٕ٘ح  رٌه دػٕا ٔعذ اٌغا٠ح  انحم .       

, إرْ     فٟ اٌؽاٌح الأٌٚٝ ٌرىٓ       

   
   

 

 
    

   

 

 
    

   

 

 
   

فئْ     فٟ اٌؽاٌح اٌصا١ٔح ٌرىٓ         

   
   

 

 
    

   

  

  
    

   

  

  
    

 ٌزٌه عٕؽظً ػٍٝ ل١ّر١ٓ ِخرٍفر١ٓ ٌٍغا٠ح ذؼرّذ ػٍٝ إذعاٖ اٌرماسب ِٓ اٌظفش ٌزٌه ٘زا ٠ؤدٞ إٌٝ اْ اٌغا٠ح غ١ش ِٛظٛدج

 

 

 

 مثال:
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عرَف. ذ  

اٌّٛعؼح.ح اٌؼمذ٠الأػذاد  ؼمً ح ػٕذئزٍ ٠طٍك ػ١ٍٗاٌؼمذ٠ ؼمً الأػذاد )اٌّالأٙا٠ح( ِغ     ػٕذِا ذىْٛ إٌمطح  

ِٚٓ ذؼش٠ف اٌغا٠ح   ( ) ِٓ اٌّالأٙا٠ح    ػٕذِا ٠مرشب اٌّرغ١ش ٚاي اٌؼمذ٠حٕٚ٘ا عٕذسط اٌغا٠ح ِٚفِٙٛٙا ٌٍذ    

ٚإٌظش٠ح ا٢ذ١ح عرث١ٓ و١ف ٠رُ ٘زا.   تعٛاساخ     عٕمَٛ ترغ١١ش تغ١ؾ ٌعٛاس إٌماؽ   عاتماً         

 

 

فأْ:  ٔمطح فٟ اٌّغرٛٞ    ٔمطح فٟ اٌّغرٛٞ           ٌرىٓ   وظرَح.     

 

    
    

 

 ( )
       إرا ٚفمؾ إرا واْ       

    
 ( )  أ       

   
   

 (
 

 
)        إرا ٚفمؾ إرا واْ     

   
 ( )  ب       

   
   

 

 .
 
 /

       إرا ٚفمؾ إرا واْ       
   

 ( )  ض       

تؽ١س أْ     ٠ٛظذ       ٌزٌه ٌىً               ( ) ٌرىٓ   .أ  انثرهان .     

| ( )|  
 

 
 

  |    | ػٕذِا                   

ذمغ داخً اٌعٛاس    ِرٝ ِا وأد    ٌٍٕمطح     | |  
 

 
ذمغ داخً اٌعٛاس       ( ) ٚ٘زا ٠ؼٕٟ             

  |    |    

 

     |    | ػٕذِا      |
 

 ( )
  |     ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ          

       

 

 ( )
ٌزٌه ٠ىْٛ                  

تؽ١س أْ      ٠ٛظذ        ٌزٌه ٌىً               ( ) ٌرىٓ .  ب     
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   | ( )    | ٠ىْٛ      | |  
 

 
ػٕذِا          

  | .
 

 
/    | ٌزٌه       ِؽً     

 

 
ػغ           

|   |     ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب.   ػٕذِا          

 اٌؽالاخ الاخشٜ ذرشن ذّش٠ٓ  ٌٍطاٌة

 

ظذ ل١ّح ِا٠ٍٟ :   :مثال  

   
    

    

   
 

أػلاٖ  1-2ٌزٌه ٠ىْٛ ؼغة إٌظش٠ح           
   

    
  تّا أْانحم .    

   
    

    

   
   

 

اشثد اْمثال:   

   
   

   

   
   

 اٌؽً

 

 ترثغ١ؾ اٌّمذاس 

( ) |ٔؽظً  ػٍٝ   | 

   

| ( )   |  |
   

   
  |  |

   

   
|  

 

|   |
 

 

 ؼ١س افرشػٕا اْ 

 

|   |  ِغ ٚظٛب ؼغاب     

ارا واْ   ε  تذلاٌح  

  تاعرخذاِٗ اٌّرشاظؽٗ  اٌّصٍص١ٗ
 

 
 

|   |  |  (   )|    |   |      
 

 
 

 ػٕذئز

 

|
   

   
  |     

 ٚػ١ٍٗ ارا واْ 



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

30 

      ِؼطٝ ٔخراس

      (
 

 
 
 

 
 ) 

 فٕعذ                                                                      

|
   

   
  |    

 

 

 

 

إشثد اْ  :مثال  

 

   
   

    

   
   

 انحم .

   
   

.
 
 /

  

.
 
 /

  
    

   

    

    
   

أػلاٖ ٠ىْٛ  ٌزٌه تٛاعطح إٌظش٠ح  

   
   

    

   
   

 

 

        
     

    
إشثد أْ    :مثال    

 انحم .  

                                                          
   

.
 
  /   

.
 
  /   

      
   

 (    )

    
  تّا أْ                                         

٠ىْٛ   1-2ٔظش٠ح  ٌزٌه تٛاعطح  

   
   

     

    
   

 

 

ِا ػذا     راذٙا  داٌح ػمذ٠ح ؼ١س      ِؼشف تعٛاسإٌمطح              ( ) ٌرىٓ  .  وظرَح         

ػٕذئزٍ ٠ىْٛ         (     )          (     ) ؼ١س     ١ٌٚىٓ            
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 ( )     

 إرا ٚفمؾ إرا واْ

   ( )                             {
   

(   ) (     )
(   )    

   
(   ) (     )

(   )    
                                            ٚ 

 

 

 

أْ  تؽ١س   ٠ٛظذ                 طؽ١ؽح ٌزٌه ٌىً      ( ) ٔفشع انثرهان .   

   

 |    |  
 

 
(    )√       فئْ    

  (    )
 إرا واْ       

|    |  
 

 
(    )√       فئْ    

  (    )
             ٚ  

فثّا أْ    أطغش ِٓ           فئرا فشػٕا أْ  

|(    )  (      )  |  |(    )   (    )|  |    |  |    | 

ٚ 

√(    )
  (    )

  |(    )   (    )|  |(    )  (      )| 

 فٍزٌه إرا واْ 

  |(    )  (      )|    

 فئْ

|(    )  (      )  |  
 

 
 

 

 
   

 ٚ٘زا ٠ثش٘ٓ أْ 

   
    

 ( )     

 ٌٚثشٕ٘ح الإذعاٖ اٌّؼاوظ ٔفشع أْ 

   
    

 ( )     

تؽ١س أْ      ٠ٛظذ         فّٓ اٌرؼش٠ف ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا أْ ٌىً    

|    |    | ( )    |    

فئٔٗ  اٌؼذد اٌؼمذِٞٚٓ ذؼش٠ف ِم١اط   

√(    )
  (    )

     | ( )    |    

 

                       | (   )    |  |   ( ( )    |  | ( )  ٚتّا أْ                                   |   

| (   )    |  |   ( ( )    |  | ( )    |                       

  أػلاٖ ٔغرٕرط أْ ٌىً  ِٚٓ اٌؼلالر١ٓ      ٠ٛظذ        تؽ١س أْ 



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

32 

  √(    )
  (    )

      | (   )    |     

  √(    )
  (    )

      | (   )    |     

 .  ٚ٘زا ِىافئ ٌٍؼلالح  ( )

 

 

حاٌؼمذ٠ أٚظذ ٔٙا٠ح اٌذاٌح   :مثال  

 ( )  
 

     
  

      

    
 

 ػٕذِا                                                                                                                              

ٔغرط١غ أْ ٔلاؼع أْ     ( ) ِٓ اٌذاٌح انحم.     

 (   )  
 

     
   (   )  

      

    
 

                                                  
    
     

}   ٌزٌه                                                                 

                           
(   ) (     )

 (   )     
(   ) (    )

 

     
 

 

 
 ٚا٢ْ ٠ىْٛ                                   

   
(   ) (     )

 (   )     
(   ) (    )

      

    
 

 

 
                           

      ٚتاٌراٌٟ ؼغة إٌظش٠ح                                    
 

 
      

 

 
 إرْ ٠ىْٛ                                            

   
    

 ( )            

   
     

 ( )  
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فئرا وأد    داٌر١ٓ ٌّٙا ٔٙا٠ر١ٓ ػٕذ إٌمطح        ١ٌىٓ وـــظرَـــح.       

        
    

 ( )                      
    

 ( )     

 فئْ 

   
    

, ( )   ( )-             

   
    

, ( ) ( )-            

   
    

 ( )

 ( )
 

  

  
      

٠رشن ذّش٠ٓ ٌٍطاٌة  انثرهان.  

 

 

The continuity    الاصرمرارَح .  

 

 ذعرَف:

إرا واْ    ِغرّشج ػٕذ إٌمطح      اٌزٞ ٠ؽٛٞ       , ٠ماي أْ اٌذاٌح    ح ِؼشفح ػٍٝ اٌّعاي ػمذ٠داٌح       ١ٌىٓ ( ) 

 

   
    

 ( )   ( ) 

إرا ذؽمك اٌششؽ ا٢ذٟ :   ِغرّشج ػٕذ إٌمطح      اٌذاٌح  أخشٜ ٚتؼثاسج    

تؽ١س أْ     ٌىً            ٠ٛظذ    
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   | ( )   (  )| ٠ؤدٞ إٌٝ          |    |    

 

فئْ:   اٌرٟ ذٕرّٟ ٌٍّعاي اٌّشرشن    داٌر١ٓ ِغرّشذ١ٓ ػٕذ إٌمطح      إرا واْ وظرَـــح .      

(     ) ِغرّشج ػٕذ    .    اٌذاٌح .  أ  

اٌذاٌح  .  ب   فٟ إٌمطح ِغرّشج          

اٌذاٌح  .  ج    فٟ إٌمطح ِغرّشج        تششؽ          

ٌٍطاٌة.اٌثش٘اْ ٠رشن ذّش٠ٓ   

 

 

إٌمطح ِغرّشج ػٕذ       فئْ        (  ) ِغرّشج ػٕذ إٌمطح    ٚاٌذاٌح     ِغرّشج ػٕذ إٌمطح      إراوأد وظرَح.     

تؽ١س    ٠ٛظذ         فئٔٗ ٌىً        (  )    ِٓ ذؼش٠ف الإعرّشاس٠ح  ٌٍذاٌحانثرهان .      ػٕذ إٌمطح 

|   (  )|     | ( )   ( (  ))|    

تؽ١س    ٠ٛظذ        ِغرّشج ػٕذ إٌمطح      فئٔٗ ٌىً       تّا أْ ٚوزٌه    

|    |    | ( )   (  )|     

ٔغرٕرط أْ     ٚتفشع اْ ( )   ,       

|    |    | ( )   (  )|     | ( )   ( (  ))|    

ِغرّشج ػٕذ إٌمطح          ٚتٙزا أشثرٕا أْ    

   (   )   (   ) إرا واْ    ِغرّشج فٟ إٌمطح               ٕٚ٘ا ِٓ اٌعذ٠ش تاٌّلاؼظح إٔٔا ٔمٛي ٌٍذاٌح ( ) 

 ِغرّشج ػٕذ (     ) 

 

   (   ) ِغرّشج ,           (   ) ِغرّشج  ٚرٌه لأْ         اٌذاٌح ا٢ذ١ح    :مثال              

.         اٌؽم١م١ح   ِغرّشج ٌع١ّغ ل١ُ       

 

شاتد ٚوزٌه ِغرّشج ػٕذ   تاػرثاس    فٟٙ ذىْٛ تاٌؼشٚسج ِغرّشج ػٕذ    ِغرّشج ػٍٝ اٌّعاي    إرا وأد  :ملاحظـح   

لا٠ؤدٞ تاٌؼشٚسج   ػٕذ     ٚوزٌه ٌٍّرغ١ش    شاتد, ٚاٌؼىظ غ١ش طؽ١ػ أٞ أْ الإعرّشاس٠ح ٌٍّرغ١ش    ػٕذ    تاػرثاس   

  

ٚف١ا ٠ٍٟ ِصاي ٠ٛػػ ٘زٖ اٌؽاٌح.  ػٕذ      لإعرّشاس٠ح  تإٌغثح ٌٍّرغ١ش إٌٝ ا   

 

 

ٌرىٓ  :مثال  

 ( )   (    )  ,

   

     
                

                             

 

غ١ش ِٛظٛد ٚوزٌه اٌؼىظ ٔعذ أْ     

 

تاػرثاس       فئرا فشػٕا أْ اٌذاٌح تإٌغثح إٌٝ  
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 (   ( ))   ( )  
  (  )

  
                            

ؼ١س    (   ) ِغرّشج ػٕذ     إرا وأد ( ) 

   
   
   

 ( )     ( )   ( ) 

فئْ    إٌٝ ٚأ٠ؼاً تإٌغثح    

 (    )   ( )  
  (  )

   
                            

   
   
   

 ( )     ( )   ( ) 

  (   ) ِغرّشج ػٕذ     أٞ أْ ( ) 

ػٓ ؽش٠ك اٌّغاس             (    )    ٌٚىٓ إرا اػرثشٔا أْ     

 ( )  
    

       
 

 

    
        

شج ّغ١ش ِغر    ( ) ذؼرّذ ػٍٝ ؽش٠مح ٚطٛي      إٌٝ اٌظفش ٌزٌه ذىْٛ اٌغا٠ح غ١ش ِٛظٛدج ٚتاٌراٌٟ     ٌزٌه ( )      

 ػٕذ    .

 

 

  افؽض اعرّشاس٠ح اٌذاٌح اٌرا١ٌٗ مثال:

 

 
 

 

افؽض اعرّشاس٠ح اٌذاٌح اٌرا١ٌٗمثال:   
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 ( )  2
                   
                           

 

 اٌؽً:

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Uniform Continuity   الإصرمرارَح انمىرظمح 

    | (  )   (  )| فئْ       |     | تؽ١س أْ     إرا واْ ٌىً ذعرَف .         ٠ّىٓ إ٠عاد        

اخر١اس٠ر١ٓ ػّٓ اٌّعاي .ر١ٓ طأٞ ٔم    ؼ١س      

 . فمؾ ٚلا ٠ؼرّذ ػٍٝ         ٠ؼرّذ ػٍٝ    اخر١اس لاؼع فٟ ٘زا اٌرؼش٠ف أْ    

 

 

 C | | اٌؽمً ٌىٕٙا غ١ش ِٕرظّح الاعرّشاس٠ح فٟ . ِٕرظّح الإعرّشاس٠ح فٟ إٌّطمح     ( ) إشثد أْ  :مثال     

ٌزٌه إرا واْ     | | أٞ ٔمطر١ٓ فٟ اٌّعاي      ١ٌىٓ انحم.         

| (  )   (  )|  |  
    

 |  |     ||     | 

                                                                     |     |(|  |  |  |)   |     |            (| |   ) 

|     |    | (  )   (  )|     

ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا       
 

 
 ا٢ْ ١ٌىٓ        فٕؼغ   

|     |    | (  )   (  )|    

.ٚ٘ٛ اٌّطٍٛب ِٓ إٌظش٠ح   

 

 

   .   | | ِٕرظّح الإعرّشاس٠ح فٟ إٌّطمح  غ١ش       ( )  
 

 
   إشثد أْ اٌذاٌح :مثال
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ؼ١س      ,   | | ػذد٠ٓ فٟ اٌّعاي     ٌٚرىٓ         ٌٚرىٓ         ١ٌىٓ انحم.       

 ٔلاؼع أْ 

|     |  |  
 

   
|    

                           | (  )   (  )|  |
 

 
 

   

 
|  |

 

 
|  ت١ّٕا                                             

  

.    | | غ١ش ِٕرظّح الإعرّشاس٠ح فٟ اٌّعاي       ( )  
 

 
ِٓ اٌرؼش٠ف ٔعذ أْ اٌذاٌح  ٌزٌه   

.ا٢ْ عٕؼطٟ تؼغ اٌؽمائك اٌّّٙح تذْٚ  تش٘اْ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Differentiable functions  انذوال انقاتهح نلإشرقاق  

ػٕذ    ذىرة تاٌشىً (  )    داٌح ِؼمذج ِؼشفح ػٍٝ وً ٔماؽ اٌعٛاس ٌٍٕمطح      اٌذاٌح, فئْ ِشرمح   ٌرىٓ ذعرَف.     

 ٚذؼشف تاٌّؼادٌح 

( )                                 (  )     
    

 ( )   (  )

    
                                               

.ِٛظٛدجتششؽ أْ اٌغا٠ح   

فئْ    ( ) فٟ اٌّؼادٌح   إرا ذؽمك اٌششؽ أػلاٖ فئرا ٚػؼٕا          لاتٍح ٌلإشرماق ػٕذ إٌمطح     اٌذاٌح  ٚٔمٛي   

٠ّىٓ إػادج ط١اغرٙا تاٌظٛسج      (  ) 

  (  )     
    

 (     )   (  )

  
 

ٌٍّشرمح ٠ىْٛ ِؼشفاً وا٢ذٟ     
  

  
( )       فئْ اٌشِض   ا٢ْ ٌرىٓ ( )       (  )  

  (  )  
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     ( ) إعرخذَ اٌرؼش٠ف لإ٠عاد    ( ) ٌرىٓ   مثال:     

 انحم .

  (  )     
    

 ( )   (  )

    
                                                               

 

        
    

     
 

    
    

    

(    )(    )( 
    

 )

    
 

 

    
                                                                               

ِٚٓ اٌعذ٠ش تاٌزوش ٕ٘ا أْ خٛاص ِشرماخ      ( ) فئْ اٌظ١غح إٌٙائ١ح ٌٍّشرمح تؼذ إعماؽ ٚتشىً ػاَ    ذىْٛ       

ؼ١س  ح اٌؼمذ٠ تالإػافح ػٕذ ؼغاب اٌغا٠ح ف١عة أْ ٕٔرثٗ ٌٍم١ُ ح ٟ٘ ٔفغٙا خٛاص ِشرماخ اٌذٚاي اٌؽم١م١ح اٌؼمذ٠ اٌذٚاي     

ح ذىْٛ غ١ش لاتٍحاٌؼمذ٠ فئرا ٚظذٔا ِغاس٠ٓ ِخرٍف١ٓ ٌٙزٖ اٌغا٠ح فئْ اٌذاٌح   ٙزٖ اٌم١ّح لاذؼرّذ ػٍٝ ِغاس اٌغا٠ح ٌ      

ٚذٛػ١ػ رٌه فٟ اٌّصاي ا٢ذٟ:ٌلإشرماق   

 

 

 

 

 

 

 

,  اشثد أٔٙا غ١ش لاتٍح ٌلإشرماق .    ( )   وأد اٌذاٌح إرا  مثال:  

 انحم.  

واْ الإلرشاب الأٚي ٌٍٕمطح  , فئراٌّغاس٠ٓ ِخرٍم١ٓ ٌٍٕمطح  ٔذسط اٌغا٠ح      ٌٍّؽٛس اٌؽم١مٟاٌّٛاصٞ ػٍٝ ؽٛي اٌخؾ    

, ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ   فئْ          

   
    

 ( )   (  )

    
    

(     ) (      )

 (     )   (      )

(     )  (      )
 

 

                                 
(     ) (      )

(     )  (      )

(    )   (     )
 

 

           
(     ) (      )

    

    
   

ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ    فئْ            أِا إرا واْ الإلرشاب ٌٍٕمطح     اٌرخ١ٍّٟؽٛس ٍػٍٝ ؽٛي اٌخؾ اٌّٛاصٞ ٌ   

 

   
    

 ( )   (  )

    
    

(     ) (      )

 (     )   (      )

(     )  (      )
 



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

39 

 

                                 
(     ) (      )

(     )  (      )

(     )   (    )
 

 

                     
(     ) (      )

  (    )

 (    )
    

غ١ش لاتٍح ٌلإشرماق لإخرلاف ل١ّح اٌغا٠ح.     ( ) أْ  ِٚٓ أػلاٖ ٔعذ     

 

 

إشثد أْ اٌّشرمح ِٛظٛدج فمؾ ػٕذ اٌظفش     ( ) تذلاٌح اٌم١ُ اٌؽم١م١ح وا٢ذٟ  ح اٌّؼشفحاٌؼمذ٠ ٌرىٓ اٌذاٌح   مثال: | |   

فٟ أٞ ِىاْ آخش.١ٌٚظ   

 انحم. 

( )                  
  

  
 

|    |  | | 

  
 

(    )(    )    

  
                                

 

       
  

  
                                             

ػٍٝ اٌرشذ١ة   ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا  0ٚوّا فٟ اٌّصاي أػلاٖ ٚتٕفظ الإذعا٘اخ إٌٝ إٌمطح                

فئْ     ٚػ١ٍٗ ػٕذِا ٠ىْٛ (    )   
  

  
        

    (    ) ػٕذِا ٚ  
  

  
        

فئْ     ٕٚ٘ا إرا وأد اٌغا٠ح ِٛظٛدج ٚٚؼ١ذج ػٕذِا     

        

  
  

  
 ِٛظٛدج فئٔٗ ِٓ اٌؼثاسج ( )      

  

  
غ١ش ِٛظٛدج ػٕذ        ٚلإشثاخ أْ 

  

  
  ٚػ١ٍٗ فئْ

ِٛظٛدج.  
  

  
ٚٔغرٕرط أْ     ٚػٕذِا    

 ت١ّٕا ٘زٖ اٌذاٌح ِغرّشج ػٕذ وً ٔماؽ اٌّغرٛٞ ٌزٌه الإعرّشاس٠ح  ٌٍذاٌح ػٕذ ٔمطح لا ذؤدٞ إٌٝ لات١ٍح الإشرماق ٌٍذاٌح ت١ّٕا إرا 

لاتٍح ٌلإشرماق ػٕذ        وأد اٌذاٌح لاتٍح ٌلإشرماق ػٕذ ٔمطح فئٔٙا ِغرّشج ػٕذ ذٍه إٌمطح ٌٚثشٕ٘ح رٌه ٔفشع أْ ( ) 

س٠اػ١اً وا٢ذٟ:ٚٔىرة ٘زا اٌذاٌح    

   
    

( ( )   (  ))     
    

 ( )   (  )

    
   
    

(    ) 

 

        (  )      
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 ( )  ِٚٓ ٘زا ٔعذ أْ                                            (  )  

ػٕذ ٔمطح    .    ٚ٘زا ذؼش٠ف ِىافئ ٌلإعرّشاس٠ح ٌٍذاٌح   

 

 

 خىاص انذوال انقاتهح نلإشرقاق 

  

, فئْ    دٚاي لاتٍح ٌلإشرماق ػٕذ إٌمطح     ٌرىٓ وً ِٓ  .  ظرَحو     

(  ( ))
 
    ( )           

(   ) ( )    ( )    ( )           

(  ) ( )    ( ) ( )   ( )  ( )           

(
 

 
)
 

( )  
  ( ) ( )   ( )  ( )

( ( ))
     ( )             

(   ) ( )    ( ( ))  ( )           

  ( ) ( )   فئْ                إرا وأد     

  ( ) ( )   فئْ                    إرا وأد      

 

 

 

 

 

Cauchy-Riemann's Equations   ٍرَمان  –معادنرٍ  كىش  

حاٌؼمذ٠ ٌٍذاٌح     فٟ ٘زا اٌثٕذ ٔؽظً ػٍٝ صٚض ِٓ اٌّؼادلاخ راخ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ِٓ اٌشذثح الأٌٚٝ ٌٍذٚاي اٌؽم١م١ح    

ٚاٌرٟ ذىْٛ تاٌشىً ا٢ذٟ:   ػٕذ اٌماتٍح ٌلإشرماق     

 ( )   (   )    (   ) 

ٚاٌؼاٌُ الأٌّأٟ       A.L. Cauchy اػٟ اٌفشٔغٟ ٚ٘زا اٌضٚض ِٓ اٌّؼادلاخ أورشف عاتماً ِٓ لثً اٌؼاٌُ اٌش٠  

  .G.F. Riemann 

 

     (     )  ٚٔثذأ تٛػغ                        (  )  

                                                                                                     

 , (           )   (     )-   , (           )   (     )- 

 

ذؼطٝ تاٌظٛسج ا٢ذ١ح:     ٌٕفشع أْ اٌّشرمح (  )  

( )                                    (  )     
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 ِٛظٛدج , ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

  (  )     
(     ) (   )

(  
  

  
)      

(     ) (   )
(  

  

  
) 

 

(   )  إٌٝ  تأٞ ؽش٠مح ٔخراسٖ ٚتظٛسج خاطح إرا واْ الألرشاب   ِٚٓ خلاي ِا ٚسد أػلاٖ فئْ (     )   ذز٘ة إٌٝ  

ذظثػ   
  

  
فئْ   (    )  (   ) خلاي إٌمطح  أفم١اً  

  

  
 

 (        )

  
  

 (        )   (     )

  
 

 ٌزٌه

   
(     ) (   )

(  
  

  
)     

    

 (        )   (     )

  
   (     ) 

 ٠ٚىْٛ

   
(     ) (   )

(  
  

  
)     

    

 (        )   (     )

  
   (     ) 

 

ٔغرٕرط أْ   ( ) ٚتاٌرؼ٠ٛغ فٟ   (     ) ػٕذ إٌمطح   ٟ٘ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح الأ١ٌٚح تإٌغثح ٌٍّرغ١ش     ؼ١س أْ      

 

  (  )    (     )     (     ) 

 

ذظثػ 
  

  
فئْ   (    ) ػّٛد٠اً خلاي إٌمطح       ٚا٢ْ ٚتٕفظ اٌطش٠مح تئِىإٔا أْ ٔذع    

  

  
 

 (        )   (     )

   
  

 (        )   (     )

   
 

  (        )   (     )   
 (        )   (     )

  
 

٠ىْٛ  ٌزٌه  

   
(     ) (   )

(  
  

  
)     

    

 (        )   (     )

  
   (     ) 

٠ىْٛأ٠ؼاً ٚ  

   
(     ) (   )

(  
  

  
)     

    

 (        )   (     )

  
    (     ) 

ٔغرٕرط أْ     ( ) ٚتاٌرؼ٠ٛغ فٟ   (     ) ػٕذ إٌمطح   ٟ٘ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح الأ١ٌٚح تإٌغثح ٌٍّرغ١ش     ؼ١س أْ      

 

  (  )    (     )     (     ) 

                        [  (     )     (     )] 
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فٟ وٍرا اٌؽاٌر١ٓ ٔغرٕرط أْ     ِٚٓ ل١ُ اٌّشرمح (  )  

 

  (     )    (     )     (     )     (     ) 

 

(Cauchy-Riemann Equations) ّْٚ٘ا ِؼادٌرٟ وٛشٟ ٚس٠ّا 

ِٓ خلاي إػطاء اٌششؽ اٌؼشٚسٞ ٌرؽم١ك ِؼادٌرٟ وٛشٟ ِٚٓ اٌّّىٓ ذٍخ١ض إٌرائط اٌرٟ ؼظٍٕا ػ١ٍٙا أػلاٖ وا٢ذٟ 

 س٠ّاْ .

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

فئْ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح   ِٛظٛدج ػٕذ إٌمطح               (  )   ( )   (   )    (   ) ٌرىٓ  .-وظرَح  

س٠ّاْ   –ٚذؽمك ِؼادٌرٟ وٛشٟ   (     ) ِٛظٛدج ػٕذ إٌمطح    الأٌٚٝ ٌٍذٚاي    

              

٠ّىٓ وراترٙا تاٌظٛسج     ٚاٌذاٌح (  )  

  (  )         

 

س٠ّاْ .-, إشثد أٙا ذؽمك ِؼادٌرٟ وٛشٟ   ( ) ٌرىٓ   : مثال     
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ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا     ( )   (   )    (   ) ( )   تذلاٌح    اٌماتٍح ٌلإشرماق ٔؼ١ذ وراتح اٌذاٌح.   انحم

 

 ( )                (       ) 

   إرْ

 (   )   (       )  (   )              

   ا٢ْ ٔعذ وً ِٓ                 

                  (       ) 

                                               (       ) 

س٠ّاْ ِرؽممح ؼ١س أْ -ٔلاؼع أْ ِؼادٌرٟ وٛشٟ  

       

      

س٠ّاْ -اٌششؽ اٌىافٟ ٌىٟ ذىْٛ اٌذاٌح لاتٍح ٌلإشرماق ِٓ خلاي إٌظش٠ح الاذ١ح ؼ١س أْ اٌذاٌح اٌرٟ ذؽمك وٛشٟ ا٢ْ ٔؼطٟ

لاتٍح ٌلإشرماق.أْ ذىْٛ ١ٌظ تاٌؼشٚسج   

 

 

ِؼشفح وا٢ذٟ:   ( ) ٌرىٓ اٌذاٌح   وظرَح .    

 ( )   (   )    (   ) 

ٚٔفشع أْ    )خلاي ظٛاس إٌمطح      )     

ِٛظٛدج ػٕذ وً ٔمطح ِٓ ٔماؽ اٌعٛاس.  . اٌّشرماخ اٌعضئ١ح الأٌٚٝ ٌٍذٚاي أ     

س٠ّاْ -ٚذؽمك ِؼادٌرٟ وٛشٟ   أ٠ؼاً ِغرّشج ػٕذ   (     ) . اٌّشرماخ اٌعضئ١ح الأٌٚٝ ٌٍذٚاي ب     

              

 ػٕذ (     ),

(     ) ّشرمح ػٕذئزٍ ٟ٘ ٚل١ّح اٌ  لاتٍح ٌلإشرماق ػٕذ     ( )    فئْ اٌذاٌح

  (  )    (     )     (     ) 

 

 

   |  | ؼ١س     ٌٚرىٓ  اْالأٚي ٚاٌصأٟ ِرؽمم ا١ٌْىٓ اٌششؽانثرهان .               

                 (     )  تالإػافح                                  (  )  

                         

  ؼ١س

    (           )   (     ) 

    (           )   (     ) 

٠ىْٛ ٌذ٠ٕا ػ١ٍٗ ٚ  

     (     )      (     )              

     (     )      (     )              
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 ؼ١س      (         )           

(     )  ػٕذِا    (   ) 

   تاٌرؼ٠ٛغ ػٓ ل١ُ      ٔؽظً ػٍٝفٟ اٌّؼادٌح   

     (     )      (     )               

             [  (     )      (     )             ] 

ؼ١سس٠ّاْ -وٛشٟ رِٟٚٓ ِؼادٌ  

              

                  
  

  
   (     )     (     )  (      )

  

  
 (      )

  

  
   ٌزٌه ٠ىْٛ        

 

٠ؤدٞ اٌٝ٘زا     |  |  |  |  |  |   ٌٚىٓ  |  | 
  

  
   

  

  
   

ٔغرٕرط أْ ٚ  

|(      )
  

  
|  |      |  |  |  |  |  

|(      )
  

  
|  |      |  |  |  |  | 

 

٠مرشب ِٓ اٌظفش ٌزٌه   أْ اٌطشف الأ٠ّٓ ٌىلا اٌّرغ١ش٠ٓ ٠ز٘ثاْ ٌٍظفش وّا اٌّرغ١ش  ٚ٘زا ٠ؼٕٟ              

ِٛظٛدج.    ذىْٛ اٌذاٌح   (  )  

 

 

لاتٍح ٌلإشرماق ػٕذ وً ٔماؽ          ( )      ,   (     )      (     )- اٌذاٌح   اثثد ان   :مثال  

 انحم.  

 (   )         (     )    (   )         (     ) 

                (      )             (      )  

                   (      )             (      ) 

  (   ) ظ١ّؼٙا دٚاي ِغرّشج ٌىً ل١ُ   س٠ّاْ ِرؽممح تالإػافح إٌٝ -ٔغرٕرط ِٓ رٌه أْ ِؼادٌرٟ وٛشٟ              

 إْ 

لاتٍح ٌلإشرماق ٌٚؽغاب اٌّشرمح ٔغرط١غ وراتح     ٌٚزٌه ذىْٛ اٌذاٌح  ( ) 

  ( )              ,     (      )        (      )-   

                                  ,     (      )        (      )] 

 

لاتٍح ٌلإشرماق ػٍٝ إٌماؽ اٌرٟ ذمغ ػٍٝ اٌّغرم١ُ      فمؾ  ( )          (      ) اٌذاٌح   :مثال  

لإشثاخ رٌه ٔلاؼع أْ انحم .   
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 (   )            (   )         

 ٚتؽغاب اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

  (   )            (   )        

  (   )         (   )     

أٞ أْ    ذىْٛ ِرؽممح فمؾ إرا واْ س٠ّاْ -اٌّشرماخ اٌعضئ١ح أػلاٖ ِغرّشج ِٚؼادٌرٟ وٛشٟ        

  (   )     (   ) 

ٚتٕاءً ػٍٝ إٌظش٠ح اٌغاتمح   س٠ّاْ ِرؽممح إرا واْ -ٚػ١ٍٗ ذىْٛ وٛشٟ      ٚ٘زا ِىافئ إٌٝ أْ         

 فئْ   لاتٍح ٌلإشرماق فمؾ ػٕذ إٌماؽ اٌرٟ ذمغ ػٍٝ اٌّغرم١ُ          

 

 

 

رَمان تانصُغح انقطثُح -معادنرٍ كىشٍ   

 

ذىرة تاٌظٛسج ا٢ذ١ح     ( )  ػٕذ اعرخذاَ الإؼذاش١اخ اٌمطث١ح (   )  فئْ اٌذاٌح 

 ( )   (    )   (   )    (   ) 

س٠ّاْ تاٌشىً اٌمطثٟ , ٚتش٘أٙا ٠رشن -دٚاي ؼم١م١ح ٚإٌظش٠ح ا٢ذ١ح ذٛػػ ٌٕا و١ف١ح وراتح ِؼادٌرٟ وٛشٟ   ؼ١س       

 ورّش٠ٓ ٌٍطاٌة.

 

فئرا وأد اٌّشرماخ          
داٌح ِغرّشج ِؼشفح ػٍٝ ظٛاس إٌمطح       ( )   (   )    (   ) وظرَح .   

 ٌرىٓ 

س٠ّاْ -ِٚؼادٌرٟ وٛشٟ   (     ) ِغرّشج ػٕذ إٌمطح       اٌعضئ١ح              

  (     )  
 

  
  (     )     (     )  

  

  
  (     )   

ذىرة تئؼذٜ اٌظ١غ ا٢ذ١ح      (  ) ِٚشرمرٙا    ػٕذ لاتٍح ٌلإشرماق     فئْ اٌذاٌح ِرؽممح    

  (  )       ,      -                      

  (  )  
 

  
 أٚ             -      ,     

 

إشثد أٔٙا لاتٍح ٚس٠ّاْ تاٌظ١غح اٌمطث١ح -تئعرخذاَ ِؼادٌرٟ وٛشٟ  ( ) أورة   ؼ١س       ( )  
 

 
ٌرىٓ اٌذاٌح  :  مثال  

اٌغ١ش طفش٠ح.    ٌلإشرماق ٌىً ل١ُ   

  انحم .

 ( )  
 

 
 

 

    
 

 

 
     

                                    
 

 
(          )           (   ) 
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                                                       (   )  
    

 
    (   )  

      

 
 تّا أْ                           

وا٢ذٟ:س٠ّاْ تاٌظ١غح اٌمطث١ح -ا٢ْ ٔىرة ِؼادٌرٟ وٛشٟ  

     
    

 
             

      

 
      

ٚتالإػرّاد ػٍٝ إٌظش٠ح اٌغاتمح ٔعذ أْ     لاتٍح ٌلإشرماق ػٕذ       ٚتّا أٔٙا ِرؽممح , ٌزٌه فاٌذاٌح ( ) 

  ( )      
    

  
 

  

(    ) 
  

 

  
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 Analytic Functions    رحهُهُحنانذوال ا

ف١ح( ػٕذ إٌمطح )ٍِ٘ٛش٠ماي أٙا داٌح ذؽ١ٍ١ٍح       اؽٕذ وً ٔمػ إرا وأد لاتٍح ٌلإشرماق   ( ) ح اٌؼمذ٠اٌذاٌح ذعرَف.    
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.  D D ذىْٛ ذؽ١ٍ١ٍح ػّٓ إٌّطمح  فئٔٙا   ظٛاسِا ٌٍٕمطح     ٚإرا وأد ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ وً ٔماؽ إٌّطمح 

  .(Entire Function) فئٔٙا ٠ماي ػ١ٍٙا داٌح و١ٍح     ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ وً ٔماؽ اٌّغرٛٞ     ٚإرا وأد اٌذاٌح ( ) 

  

١ٌغد ذؽ١ٍ١ٍح     ( ) ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ وً ٔمطح غ١ش طفش٠ح فٟ اٌّغرٛٞ إٌّرٟٙ ت١ّٕا اٌذاٌح     | |   ( )  
 

 
اٌذاٌح   :مثال

١ٌٚظ فٟ أٞ ِىاْ آخش.    ػٕذ وً ٔمطح لأْ ِشرمرٙا ِٛظٛدج فمؾ ػٕذِا    

ٌٚىٕٙا ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ تؼغ ٔماؽ أٞ ظٛاس ٌٍٕمطح        إرا وأد ١ٌغد ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ إٌمطح       ( ) ا ؼ١س أْ الاْ إػطاء ذؼش٠ف

ٔمطح شارج    (Singular Point)  .اٌذاٌح      ػٕذئزٍ ذغّٝ إٌمطح   

 

 

:33 مثال  

 
 

ٌّٙا ِشرماخ ظضئ١ح     ( ) إرا ٚفمؾ إرا واْ اٌعضء اٌؽم١مٟ ٚاٌرخ١ٍٟ ِٓ   D ذىْٛ داٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ ِعاي    ( )   .َحوظر 

.D س٠ّاْ ػٕذ ظ١ّغ ٔماؽ -ِغرّشج ِٓ اٌشذثح الأٌٚٝ ٚذؽمك ِؼادٌرٟ وٛشٟ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

: 34 مثال   
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داٌح و١ٍح.    ( ) إشثد أْ اٌذاٌح    :35 مثال                 

ٔعذ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ٌٍذاٌر١ٓ   انحم .  

                       

                                     

ذىْٛ س٠ّاْ ػٕذ وً ٔماؽ اٌّغرٛٞ ٚتاٌراٌٟ -ٟشتالإػافح إٌٝ أٙا ذؽمك ِؼادٌرٟ وٛ   ٚ٘زٖ اٌذٚاي اٌؽم١م١ح ِغرّشج ٌىً ل١ُ  

ٌزٌه فٟٙ داٌح و١ٍح .ٔمؾ اٌّغرٛٞ ً ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ و   
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:  مثال  

 

 
 

 

ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ٘ا ؼ١س     ( )    ؼذد إٌماؽ اٌرٟ ذىْٛ اٌذاٌح  :مثال

 ( )     | |  

والاذٟ:    ( ) ٔؼ١ذ وراتح اٌذاٌح  انحم .    

 ( )  (    )  (     ) 

وا٢ذٟ:    ِٕٚٙا ذىْٛ اٌذٚاي اٌؽم١م١ح    

 (   )     (     )       (   )      (     ) 

 ا٢ْ ٔعذ ِشرماذٙا اٌعضئ١ح ِٓ اٌشذثح الأٌٚٝ 

     (     )       (     )            (     ) 

        (     )         (     )       (     ) 

 تإٌظش إٌٝ ل١ُ اٌّشرماخ أػلاٖ غ١ش أْ 

       

فمؾ ػٕذِا ٠ىْٛ     ت١ّٕا      

   (     )       (     )       (     )    
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                                                                          (     )(       )  أٚ                                    

 

    ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا               

  | | ذؽ١ٍ١ٍح فمؾ ػٍٝ اٌذائشج       ( ) ِغرّشج ٌزٌه ٔغرٕرط أْ        ٚتّا أْ ظ١ّغ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح           

 

 

 مثال:  

 

 
 

 

( )  ذىْٛ شاترح.  فٟ ٘زا اٌّعاي فئْ      ( ) ٚأْ        ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ ِعاي     ( ) إرا وأد اٌذاٌح  وظرَح .          

, ػىظ ٘زا أٞ أْ    |( ) |  فئْ      ( )    فئرا وأد        (   )    (   )      ٌرىٓ   انثرهان . 

 

| ( )|            

٠ىْٛ                                تأخز اٌّشرماخ اٌعضئ١ح تإٌغثح ٌـ      

س٠ّاْ ٌزٌه ٔعذ -ٚتّا أْ اٌذاٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟٙ ذؽمك ِؼادٌرٟ وٛشٟ  

                       

 ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ                                    (     )             (     )

 ٕٚ٘ا ٔغرٕرط أْ                                                                                

 ٚوزٌه تٕفظ اٌطش٠مح ٔغرٕرط أْ                                                         
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داٌح شاترح.     ٚتاٌراٌٟ ذىْٛ اٌذاٌح   

 

٠عة أْ ذىْٛ شاترح خلاي اٌّعاي       ( ) فئْ   ولاّ٘ا ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ اٌّعاي    إشثد أْ إرا وأد مثال.   ( )  ( )   

 ( )   (   )    (   ) ٌرىٓ  انحم .    

 ( )   (   )  فرىرة  (   )   

 ( )                               (   )   (   )  (   )  ؼ١س                                (   )   

ذؽ١ٍ١ٍح     ٚتّا أْ اٌذاٌح ( ) 

أٞ أْ    س٠ّاْ فٟ اٌّعاي -إرْ ذؽمك ِؼادٌرٟ وٛشٟ   

( )                                                                                                   

ذؽ١ٍ١ٍح , إرْ ٔغرٕرط أْ     ِٚٓ وْٛ اٌذاٌح  ( ) 

( )                                                                                                   

ٔعذ أْ     تإٌظش ٌٍؼلالاخ ( ) ( )

( )                                                                                                   

فٟ اٌّعاي    .   تّا ٠ماتٍٙا ٔغرٕرط         تعّغ اٌّؼادٌر١ٓ  ( ) ( )

تّا ٠ماتٍٙا ٔعذ           ٚوزٌه تطشغ اٌّؼادٌر١ٓ ( ) ( )

فئْ اٌذاٌح ذىْٛ شاترح . (10-2)ٚتئعرخذاَ إٌظش٠ح        ( )  ٌزٌه                    

 

: تش٘ٓ اْ اٌذاٌٗ مثال  

 

 

 
        .  
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(Harmonic Function) انذانح انرىافقُح    

س٠ّاْ ٚاٌرٟ ذؼرثش ِٓ اٌّٛاػ١غ اٌّّٙح فٟ اٌش٠اػ١اخ اٌرطث١م١ح فٟ -فٟ ٘زا اٌثٕذ عٕؼشع ٔر١عح أخشٜ ٌّؼادٌرٟ وٛشٟ

ٚدسظح اٌؽشاسج اٌصاترح ٚاٌعارت١ح ٚ٘زٖ إٌر١عح ٠ّىٓ اعرٕراظٙا ِٓ دساعح ؼشوح اٌّٛائغ , اٌعٙٛد اٌىٙشتائ١ح ٚاٌّغٕاؽ١غ١ح 

ا١ٔح ٚوّا ٠ٍٟ :لاتٍح ٌلإشرماق  ِٓ اٌشذثح اٌص      س٠ّاْ تفشع أْ اٌذٚاي اٌؽم١م١ح -ِؼادٌرٟ وٛشٟ     

ِٕٚٙا ٠ىْٛ                                 ٌذ٠ٕا        

ِٕٚٙا ٠ىْٛ                 ٚتٕفظ اٌطش٠مح       

 ٚتاٌعّغ ٔغرٕرط أْ                                                

س٠ّاْ ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا -ٚتاٌّماتً أ٠ؼاً ِٓ ِؼادٌرٟ وٛشٟ  

                   

 ٚتاٌطشغ ٔغرٕرط أْ                                               

  .Laplace ٔغثح إٌٝ اٌؼاٌُ اٌف١ض٠ائٟ   (Laplace’s Equation)  ٚ٘زٖ اٌّؼادلاخ ذغّٝ ِؼادٌح لاتلاط 

 

 

داٌح ذٛافم١ح    ِؼشفح فٟ اٌّعاي    ٠ماي ٌٍذاٌح    داٌح ل١ُ ؼم١م١ح فٟ اٌّرغ١ش٠ٓ اٌؽم١م١١ٓ       (   ) ٌرىٓ .    ذعرَف  

إرا وأد ِشرماذٙا اٌعضئ١ح الأٌٚٝ ٚاٌصا١ٔح ِٛظٛدج ِٚغرّشج ٚذؽمك ِؼادٌح لاتلاط :   فٟ اٌّعاي    (Harmonic) 

          

 

 

ِٛظٛدج ِٚغرّشج ٚذؽمك ِؼادٌح    لأْ           داٌح ذٛافم١ح فٟ أٞ ِعاي     (   ) اٌذاٌح   :42 مثال          

 لاتلاط ٌٚرٛػ١ػ رٌه 
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 ا٢ْ                                                                   

 

 

اشثد اْ اٌذاٌٗ مثال:   

داٌٗ ذٛافم١ٗ   (   )         

 

 
 

اٌشذثح اٌصا١ٔحوأد اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ِٓ ٚ داٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ اٌّعاي     ( )   (   )    (   )   وأد ارا:حوظرَ

دٚاي ذٛافم١ح فٟ        ِغرّشج فئْ        ٌىً ِٓ    

س٠ّاْ ِرؽممح أٞ أْ -داٌح ذؽ١ٍ١ٍح إرْ ذىْٛ ِؼادٌرٟ وٛشٟ    ( ) تّا أْ  انثرهان .    

             

ٔؽظً ػٍٝ    تإٌغثح ٌٍّرغ١ش فئرا لّٕا تاشرماق اٌؼلالح أػلاٖ    

                 

ٌٕؽظً ػٍٝ     ٚتٕفظ اٌطش٠مح ٔشرك اٌؼلالح أػلاٖ تإٌغثح ٌٍّرغ١ش  

                 

ِغرّشج , ٌزٌه تئعرخذاَ ٔظش٠ح فٟ اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ ٌٍذٚاي     ٚتّا أْ ظ١ّغ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح                   

  اٌؽم١م١ح اٌرٟ ذرؽذز ػٓ ذغاٚٞ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح , أٞ أْ

                 

٠ٕثغ ِٓ ٘زا أٌٔٗزٌه   

                  

 ٚوزٌه 
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 ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ.

 

 

ِٚشرماذُٙ اٌعضئ١ح ِٛظٛدج ِٚغرّشج ٚذؽمك   دٚاي ذٛافم١ح فٟ اٌّعاي     وأد ارا ٚ     ٌرىٓ .ذعرَف        

 . ٠غّٝ ِشافك ذٛافمٟ ٌـ      فئْ     س٠ّاْ فٟ-ِؼادٌرٟ وٛشٟ    

   

ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ    فئْ                  (   )   ٌرىٓ  :مثال      

ٟ٘ أ٠ؼاً داٌح ذٛافم١ح ٚوزٌه     (   ) داٌح ذٛافم١ح ٚوزٌه ٔعذ أْ            

ذؼطٝ تاٌظٛسج     ( ) ٚاٌذاٌح     ٚتاٌراٌٟ ٠ىْٛ     ِشافك ذٛافمٟ ٌٍذاٌح                    ٚ          

 ا٢ذ١ح  

 ( )                

 

 

ِشافك ذٛافمٟ ٌٍذاٌح       . إرا ٚفمؾ إرا واْ     ذؽ١ٍ١ٍح فٟ اٌّعاي      ( )   (   )    (   )   اٌذاٌحوظرَح .

١ٍح فٟ ــح ذؽ١ٍــداٌ   .   , إرْ تاعرخذاَ إٌظش٠ح اٌغاتمح ذىْٛ    فٟ اٌّعاي     ِشافك ذٛافمٟ ٌٍذاٌح      إرا انثرهان .   

 واْ 

دٚاي ذٛافم١ح ؼغة إٌظش٠ح اٌغاتمح تالإػافح إٌــٝ    إرْ ٠ىْٛ       داٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ      ٌٚثشٕ٘ح الإذعاٖ اٌصأٟ , إرا وأد  

س٠ّاْ ِرؽممح .-رٌه ِؼادٌرٟ وٛشٟ  

 

 

ِا ػذا        ظذ  . شُ  داٌح ذٛافم١ح ٌىً الأػذاد       (   )    (     ) إشثد أْ اٌذاٌح اٌؽم١م١ح  :مثال

. ( )        

تإٌغثح ٌىلا اٌّرغ١ش٠ٓ         ف١ىْٛ ٌذ٠ٕا    (   ) فٟ اٌثذا٠ح ٔعذ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ِٓ اٌذسظح اٌصا١ٔح ٌٍذاٌح  انحم .    

   
  

     
       

 (     )

(     ) 
 

   
  

     
       

 (     )

(     ) 
 

 ٚتاٌعّغ ٔؽظً ػٍٝ 

          

داٌح ذٛافم١ح ,    إرْ اٌذاٌح   

س٠ّاْ ٔؽظً ػٍٝ -٘ٛ اٌّشافك اٌرٛافمٟ ٚػ١ٍٗ ِٓ ِؼادٌرٟ وٛشٟ    ٚلإ٠عاد اٌّشافك اٌرٛافمٟ ٌٙا , ٔفشع أْ (   ) 

( )                                                     
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ٔؽظً ػٍٝ    تإٌغثح ٌٍّرغ١ش      ٚترىاًِ اٌؼلالح  ( )

 (   )  ∫
  

     
         .

 

 
/   ( ) 

 ؼ١س ( )  ذّصً شاتد اٌرىاًِ تإٌغثح ٌٍّرغ١ش     . 

 ٌزٌه ٠عة أْ ٔعذ ل١ّح ( )  س٠ّاْ ؼ١س أْ-ٚرٌه تاعرخذاَ اٌّؼادٌح اٌصا١ٔح ِٓ ِؼادٌرٟ وٛشٟ  

  (   )  
 

  .
 
 /

  
 

  
.
 

 
/    ( ) 

 
  

     
   ( )     

                                                           
   

     
 ٌٚىٓ                                                        

( )  ٌٚرىٓ ل١ّرٙا ذغاٚٞ داٌح شاترح       ( )   ىْٛذٌزٌه     ٚتاٌّماسٔح فئْ ل١ّح    

ِؼشفح وا٢ذٟ      ٌزٌه ٠ىْٛ اٌّشافك   

 (   )        .
 

 
/    

 ٚاٌذاٌح اٌرؽ١ٍ١ٍح اٌّماتٍح ٟ٘ 

 ( )    (     )   .      .
 

 
/   / 

ٔغرٕرط أْ           , ٔؼغ         ٚلإ٠عاد٘ا تذلاٌح   

 ( )    (  )     

ٔغرخذَ إٌظش٠ح اٌمادِح .ٚتظٛسج ػاِح لإ٠عاد اٌّشافك اٌرٛافمٟ لأٞ داٌح ذٛافم١ح   

 

 

فئٔٗ ٠ٛظذ ِشافك ذٛافمٟ  (   ) داٌح ذٛافم١ح ػٕذ ظٛاس إٌمطح اٌرٟ ِشوض٘ا    (   ) ١ٌىٓ  :وظرَح  

داٌح ذؽ١ٍ١ٍح .     ( )   (   )    (   ) ِؼشف ػٍٝ ٘زا اٌعٛاس ٚأْ      (   ) 

س٠ّاْ -دٚاي ذٛافم١ح , إرْ ذؽمك ِؼادٌرٟ وٛشٟ   تّا أْ انثرهان .       

 

                        

تخطٛذ١ٓ سئ١غ١ر١ٓ :    ٚا٢ْ ٔغرط١غ أْ ٔعذ اٌّشافك اٌرٛافمٟ (   ) 

ٚاٌرٟ اعرٕرعٕا٘ا ِٓ         اٌخطٛج الأٌٚٝ , ٔىاًِ اٌذاٌح   

ف١ىْٛ ٌذ٠ٕا     ٔىاٍِٙا تإٌغثح إٌٝ  

(  )                              (   )  ∫  (   )    ( )        

فمؾ .    ؼ١س ( )  داٌح ذؼرّذ ػٍٝ اٌّرغ١ش  

فٟ   تم١ّح      ٚٔؼٛع ل١ّح     تإٌغثح ٌٍّرغ١ش    (  )  أِا اٌخطٛج اٌشئ١غ١ح اٌصا١ٔح فٟٙ إ٠عاد ( )   تاشرماق اٌّؼادٌح 

 اٌطشف الأ٠غش فٕؽظً ػٍٝ 
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(  )                         (   )  
 

  
∫  (   )     ( )        

   ( ) شُ ٔىاًِ اٌذاٌح    ذؽزف ِا ػذا اٌؽذٚد اٌرٟ ذؼرّذ ػٍٝ اٌّرغ١ش     (  ) داٌح ذٛافم١ح فئْ ظ١ّغ ؼذٚد     ٚتّا أْ  

 راخ اٌّرغ١ش اٌّفشد لإ٠عاد ل١ّح ( )  

)اٌّشافك اٌرٛافمٟ(.   ٚ٘زٖ اٌخطٛاخ أعاع١ح لإ٠عاد (   ) 

 

ظذ ِشافك ذٛافم١ا : مثال  

 (   )  ٌٍذاٌح 

 (   )         

 اٌؽً:
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( ) اذا كانت  -0       ̅  اوجد قٌمة كل ماٌاتً   ( )   

 (    )  -ب                    (   )  -ا

(   )   الاتٌة بالصٌغة  الهاكتب الد -2    (   ) 

 ( )  
   

   
 

( ) اذا كانت  -3  ، استخدم الاحداثٌات القطبٌة لاٌجاد             

 ( √   )  -ب                    (    )  -ا

 ̅  ،   عبر عن الدالة الاتٌة بالصٌغة  -4

                 (    ) 

|   |اوجد صورة القرص  -5        (    )  عندما    

  هً القطع المكافئ     اثبت ان صورة العمود  -6
  

 
     تحت تأثٌر التطبٌق    

 احسب الغاٌات الاتٌة ان وجدت  -7

      -ا
     

   
.      -ب     

   (    )

      
/ 

 استخدم التعرٌف لاثبات ان -8

        ا       
      

 لتكن  -9

                 ( )  {
                 
                    

 

( )       باستخدام التعرٌف ابت ان       

( ) لتكن  -00  
       

| |
( ) ولتكن   حٌث    فً المستوي العقدي كل قٌممستمرة ل ( ) اثبت ان   

( ) لتكن  -00  
 

 
( )  ،استخدم تعرٌف المشتقة لاثبات ان    

  

  
 

 ( )  ثم استنتج   استخدم معادلتً كوشً رٌمان لاثبات ان الدوال الاتٌة قابلة للاشتقاق لكل قٌم  -02

( )     -ا ( )  -ب                                 

̅̅( )  و ( ) اثبت انه اذا كانت  -03 ̅̅  دالة ثابتة. ( ) دالتان تحلٌلٌتان فً مجال ما فان  ̅̅

 ناقش الدالة الاتٌة من حٌث قابلٌتها للاشتقاق وتحلٌلٌة -04

   ( )  (    )   (    ) 

 باٌجاد المرافق التوافقً للدالة الحقٌقٌة ( ) جد الدالة التحلٌلٌة  -05

(   )   -ا (   )  -ب                                    

 (   ) مرافق توافقً للدالة  (   )  ،اثبت ان  (   ) مرافق توافقً للدالة  (   ) اذاكان  -06

 دالة وافقٌة.        ،اثبت ان  (   ) مرافق توافقً للدالة  (   ) اذاكان  -07

( ) باستخدام الشكل القطبً لمعادلتً كوشً رٌمان ،بٌن ان الدالة  -08  ال تحلٌلٌة فً المج        

Homework 
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و              

 

 

 

Elementary Functions انذوال الاونُح 
 

Polynomials of degree n انحذودَاخ مه انذرجح     

 ٌرىٓ اٌذاٌح

   ( )  ∑   
 

 

   

             
  

 

ذؼذ ِٓ أتغؾ اٌذٚاي    ( ) ػذد طؽ١ػ ِٛظة ٠غّٝ دسظح اٌؽذٚد٠ح ٚاٌذاٌح   شٛاتد ؼم١م١ح ,     ؼ١س     (     )

.اٌؼمذٞ ح ٟٚ٘ داٌح ذؽ١ٍ١ٍح )ِغرّشج ٚلاتٍح ٌلإشرماق( فٟ ظ١ّغ ٔماؽ اٌّغرٛٞ اٌؼمذ٠   

 

(Exponential Function)  انذوال الأصُح 

ٌرؼش٠ف ٘زٖ اٌذاٌح ػ١ٍٕا اٌشظٛع إٌٝ ِفا١ُ٘ ِٓ اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ ٚتالأخض اٌذاٌح الأع١ح راخ اٌّرغ١شاخ اٌؽم١م١ح ٚداٌح 

ٚاٌع١ة ذّاَ اٌؽم١م١ح ٚتاٌراٌٟ ٔغرط١غ أْ ٔىرة اٌع١ة  

 

  

               

ذؼشف اٌذاٌح الأع١ح ذعرَف .     

                ٌٍؼٕظش           

 وا٢ذٟ

   ( )    (          )        

 . ٠ّىٓ أْ ذمٍض ٌٍذاٌح الأع١ح الإػر١اد٠ح  ػٕذِا        ِٓ اٌرؼش٠ف ٔشٜ أْ   

 ٚػادج ذىرة تاٌشىً   .

 

:حالاصُال خىاص انذوتعض   

 

  .   ( ) داٌح و١ٍح ٚاْ         ( ) اٌذاٌح الأع١ح   أ.  

    ( )   ٟ٘    ( ) ِشرمح اٌذاٌح الأع١ح   ب.  

      (     )     (  )     (  ) ػذداْ ِؼمذاْ فئْ    إرا واْ   ض.       

      (     )     (  )    (  ) ػذداْ ِؼمذاْ فئْ    إرا واْ د.        
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إرا واْ ٘ـ.           

|  |  |   ( )|  |   (    )|            

 |   ( )     (  )|                 

                                                        |   ( )|  |   (  )|  |   ( )|  |   (          )|  

 |   ( )|  | |                    

أٞ أْ   (   ) اٌذاٌح الأع١ح داٌح دٚس٠ح ِٓ ِؼاػفاخ ٚ.   

                  (              ) 

                      (   )     

 

تؽ١س اْ                    اٌم١ُظذ ظ١ّغ   :مثال      

تاٌظ١غح ا٢ذ١ح :   ٔىرة اٌّؼادٌح   انحم .          

      √  
  
  

 ٚ٘زا ٠ؤدٞ إٌٝ أْ 

   √           
 

 
        (           ) 

إرْ ع١ىْٛ ٌذ٠ٕا      (  )  ٚتّا أْ    

    √  
 

 
     

                                                             (   
 

 
)     (           )                         ٚ 

 ٌزٌه ٠ٕرط ٌذ٠ٕا 

                                                             
 

 
     (   

 

 
)                (           ) 

 

: ظذ ؼٍٛي اٌّؼادٌح مثال  

        ؼ١س      

 

 اٌؽً: 
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  : اشثد اْ مثال

 

 
 اٌؽً:

 
 

: اشثد اْ  مثال  

 
 اٌؽً:

 
 

اشثد اْمثال:   
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اٌؽً:    

 ٔىرة اٚلا:

 
 ٚٔىرة

 

 
 تّا اْ 

            

 ِٓ اٌٛاػػ اْ 

   (     )     (     ) 

 ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ

 

(The Logarithmic Function)  انذانح انهىغارذمُح 

 

أٞ ػذد ِؼمذ غ١ش طفشٞ ٚ٘زٖ    ؼ١س      ٌٍّرغ١ش     ِٓ أُ٘ اٌذٚافغ ٌرؼش٠ف اٌذاٌح اٌٍٛغاسذ١ّح ٘ٛ ؼً اٌّؼادٌح     

اٌٍٛغاسذ١ّحٚاؼذ ( ِٚؼىٛعٙا ٘ٛ اٌذاٌح -إٌٝ-١ٌغد داٌح ِرثا٠ٕح ) ٚاؼذ    اٌّؼادٌح ٌٙا ػذد غ١ش ِٕرٟٙ ِٓ اٌؽٍٛي لأْ   

ٚاؼذ.-اٌٝ-ِرؼذدج اٌم١ُ ٌزٌه عٕٙرُ تظٛسج خاطح ترؼش٠ف فشٚع اٌٍٛغاسذُ اٌزٞ ٠ىْٛ ٚاؼذاٌذاٌح   

 

فئْ اٌذاٌح اٌٍٛغاسذ١ّح         اٌذاٌح الأع١ح  ٟ٘ ِؼىٛط   ٌرىٓ ذعرَف .        

 أٞ أْ            إرا ٚفمؾ إرا واْ        

       | |  ٚتٙزٖ اٌؽاٌح فئْ                     (    )    (    )  

   | | ٘ٛ اٌٍٛغاسذُ اٌطث١ؼٟ ٌٍؼذد اٌّٛظة     ؼ١س  | |  

 

فئْ اٌم١ّح اٌشئ١غ١ح )الأعاع١ح( ٌٍٛغاسذُ ذؼشف وا٢ذٟ    ٌرىٓ   ذعرَف .      

   ( )    | |       ( )   (| |            ( )    ) 

 

( )    ح غ١ش اٌظفش٠ح فٟ اٌّغرٛٞاٌؼمذ٠ الأػذاد )ِعاي( ٘زٖ اٌذاٌح ٟ٘ وً  داٌح راخ ل١ّح ٚاؼذج ٚأْ ِٕطٍك    ٔلاؼع أْ

  

( )       اٌؼمذٞ فٟ اٌّغرٛٞ       . ِٚذا٘ا ٘ٛ اٌشش٠ؾ الأفمٟ           اٌؼمذٞ  

:ذىْٛ وا٢ذٟ      ل١ّح ش٠ف١ٓ اٌغاتم١ٓ أْٚوزٌه ٔلاؼع أْ ِٓ اٌرؼ    
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        ( )                  (           ) 

 

  ٠ّٚىٓ وراتح اٌذاٌح اٌٍٛغاسذ١ّح تاٌشىً اٌمطثٟ ٚوّا ٠ٍٟ :

 

          (     )                           

 

فعذ            إرا واْ     :مثال  √       

    
   

 
| |, ٚاٌغؼح اٌضا٠ٚح ٌٍؼذد ٌزٌه ٠ىْٛ           ِٓ اٌّؼشٚف عاتماً إٔٔا ٔغرط١غ إ٠عاد ل١ّحانحم .  

 ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ 

          ( 
  

 
    ) 

                                                   (  
 

 
)       (           ) 

 

 

 

 

 

 مثال   ظذ     

 اٌؽً:

 
 

 

: اؼغة مثال  

    (   ) 
 اٌؽً: 

 تّا اْ
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داٌح غ١ش ِغرّشج ػٕذ وً ٔمؾ      اٌرٟ ذؽمك اٌششؽ١ٓ    اٌذاٌح أ. .   وظرَح      

 

                                                    

  .      , لاتٍح ٌلإشرماق ػٕذ وً إٌمؾ اٌرٟ لا ذمغ ػٍٝ اٌشؼاع        اٌذاٌح   ب.                        

(               ) ذمغ ػٍٝ اٌشؼاع   ؼ١س       لإ٠عاد غا٠ح اٌذاٌحأ. : انثرهان      ػٕذِا ذمرشب      

ٕظف ِٓ إٌظف الأػٍٝ ٌٍّغرٛٞ  ٚاٌصأٟ ِٓ اٌ         ِٓ خز اٌّغاس الأٚي ػٕذ إلرشاب  ؼ١س ٠ؤ      

                      

فؼٕذ أخز اٌّغاس الأٚي عٕؽظً ػٍٝ  اٌؼمذٞ الأعفً ٌٍّغرٛٞ                     

   
    

        
(   ) (    )

(      ) 

           

أِا اٌّغاس اٌصأٟ فغرىْٛ اٌغا٠ح وا٢ذٟ :                  
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(   ) (    )

(      ) 

           

١ٌغد  ٌٚٙزا   ٚػ١ٍٗ عرىْٛ اٌغا٠ح غ١ش ِٛظٛدج ػٕذ وً ٔماؽ                      اٌرٟ ذؽمك                   

١ٌٚغد ذؽ١ٍ١ٍح(.)لاتٍح ٌلإشرماق                    

       

تّا أْ      ب.                                    

 (   )      (   ) فئْ                           

س٠ّاْ ػٕذ وً ٔمطح لاذمغ ػٍٝ-ؼ١س أْ اٌذاٌح ذؽمك ِؼادٌرٟ وٛشٟ س٠ّاْ-ٚػٕذ اعرخذإِا ِؼادٌرٟ وٛشٟ                   

, ٔعذ اْ     اٌشؼاع                     

   
 

 
                   

تؽ١س أْ    ٚ٘زٖ اٌّشرماخ اٌعضئ١ح ِغرّشج ػٕذ وً ٔمطح                     

          

أٞ أْ اٌذاٌح  س٠ّاْ -ٚوزٌه ذؽمك ِؼادٌرٟ وٛشٟ                     ػٕذ وً  ٌلإشرماقلاتٍح       ػٍٝاٌرٟ لا ذمغ     

ٚاْ ِشرماذٙا ٟ٘    اٌشؼاع                       

 

  
(    )  

 

    
 

 

 
     

 

 
     (  | |               ) 

فشٚع داٌح اٌٍٛغاسذُ  فئْ تؼغ اٌخظائض لا٠ّىٓ دائّاً إْ ذؤخز ِٓ داٌح اٌٍٛغاسذُ اٌرٟ دُسِعد فٟ  ػٕذ اعرخذاَملاحظح.  

ذٟ .اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ ٌٚرٛػ١ػ رٌه ٌذ٠ٕا اٌّصاي ا٢  

 

 

:مثال  

   (  )     (  )       
 

 
  

 

 
  

       .     
 

 
/  

  

 
  

   (  )  ٕٚ٘ا ٔعذ أْ               

 

ػذد٠ٓ ِؼمذ٠ٓ غ١ش طفش١٠ٓ فئْ     إرا واْ   وظرَح .        

   (    )   أ                 

   (     )    ب                 

   .
 

 
/   ض           

 

( أِا اٌثم١ح فررشن ورّش٠ٓ ٌٍطاٌة.أعٕثش٘ٓ اٌخاط١ح )  

ِٓ ذؼش٠ف داٌح اٌٍٛغاس٠رُ ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا   انثرهان .  

   (    )    |  ||  |       (    )                                                  
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   |  |    |  |       (  )       (  ) 

   |  |       (  )    |  |       (  ) 

                                                           

ِٚصاي ػٍٝ رٌه     ( ) ( فٟ إٌظش٠ح أػلاٖ ذرؽمك تظٛسج ػاِح ػٕذ داٌح  2( , )1إْ اٌخاط١ح )ٕٚ٘ا ٠عة ِلاؼظح   

 

   ٌرىٓ  :مثال   √        √          فئْ 

ٚلإ٠عاد اٌم١ّح اٌشئ١غ١ح ٌذاٌح اٌٍٛغاس٠رُ فئٕٔا ٔعذ أْ              

   (    )     (   )      
  

 
 

       (  )     (  )     ( √   )     (    √ ) 

                                                      
   

 
     

   

 
     

   

 
 

فئْ ٌزٌه تظٛسج ػاِح   

   (    )              

 

تٛاعطح اٌّؼادٌح ا٢ذ١ح       ػذد ِؼمذ ٔؼشف     ١ٌىٓ .  )الاصش انعقذَح(عرَفذ      ٚأْ     

 

      (    ( ))       ( ) 

داٌح اٌٍٛغاسذُ ِرؼذد اٌم١ُ ٌزٌه اٌذاٌح       عرىْٛ تظٛسج ػاِح راخ ل١ُ ِرؼذدج ٚاٌذاٌح     اٌرٟ ذؼطٝ     ؼ١س ( )   

 تاٌظٛسج ا٢ذ١ح 

 ( )       ( ) 

 ذغّٝ اٌفشع اٌشئ١غٟ ٌٍذاٌح     

 

   ظذ ل١ّح  :مثال    

ِٓ اٌرؼش٠ف فئْ   انحم .                 

           .
 

 
 ٌٚىٓ                                                                          /    

 (   
 

 
)       (           ) 

 ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا

      (    )                                                           

 

ٌزٌه ٔغرط١غ أْ ٔىرة   
 

  
:  تّا أْ اٌذاٌح الأع١ح ٌٙا اٌخاط١ح ملاحظـــــح      

 

  
 

 

     ( )
       ( )      

 ٌزٌه ٚفما ٌٙزٖ اٌّلاؼظح ٚتاٌؼٛدج إٌٝ اٌّصاي أػلاٖ ٔعذ أْ 
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  ((    ) ) 

( )  اعرخذاَ لاػذج اٌغٍغٍح ٠ىْٛ ٌذ٠ٕات    ٚلإ٠عاد ِشرمح اٌذاٌح  ( )      

  ( )  
 

 
     ( ) 

وّا ٠ٍٟ    ٚػ١ٍٗ ذىْٛ ِشرمح   

 

  
   

 

 
   

 

ذمغ فٟ اٌّعاي   z ػٕذِا اٌم١ّح الأعاع١ح ٟٚ٘    ٚ٘زٖ ِرؽممح إرا واْ   

ػذد ِؼمذ.   ؼ١س                | |     

 

   ٟ٘ اٌم١ّح اٌشئ١غ١ح ٌٍذاٌح   :مثال (  )  

     (  )   
 .     

 
 
/
  

 
  

 

٠ّىٓ وراترٗ تاٌظٛسج ا٢ذ١ح     
 

اٌفشع اٌشئ١غٟ ٌٍذاٌح  :مثال   

 
 
 
      

 
 
    

 
 
   √   

  
   
  

   ٟ٘  
 

 ٌزٌه اٌم١ّح اٌشئ١غ١ح ٌٍذاٌح   

√   
    

  

 
  √   

    
  

 
 

 ٚاٌذاٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ اٌّعاي            

 

 

  ظذ مثال:

    (   √  ) 

 تّا اْ 

       
   

 
 

 فأْ

 
 

اشثد اْ :مثال   
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   (   )    
 

 
  

 انحم:

 

 
 

اشثد اْ مثال:  

   (   √  )       (  
 

 
)   

 اٌؽً:

 

   (   √  )        (
  

 
    )       (  

 

 
)   (    

 
 
  

 
 
   ) 

 

: اشثد اْ مثال  

              

 

 اٌؽً:

 

          (     )           (    
 
 
  

 
 
   ) 

 

 

 

 

 

: اشثد اْ مثال  

 

          ,(    ) - 

 اٌؽً:

 

 
 

 

:  اٌم١ّح اٌشئ١غ١ح ٌٍذاٌحمثال  
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(   )   

 اٌؽً:

 
 

 

اٌم١ّح اٌشئ١غ١ح ٌٍذاٌح  :مثال  

 

,
 

 
(   √  )-    

 اٌؽً:

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Trigonometry and Hyperbolic Functions  انذوال انمثهثُح وانزائذَح.  

 

ح لا ذٍؼة ٔفظ اٌذٚس اٌثاسص اٌؼمذ٠ اٌذٚاي اٌّصٍص١ح ) ظ١ة اٌضا٠ٚح  ٚظ١ة ذّاَ اٌضا٠ٚح  ٚظً اٌضا٠ٚح ٚ... إٌخ ( فٟ اٌّرغ١شاخ   

 وّا ٟ٘ اٌؽاي فٟ اٌذٚاي اٌؽم١م١ح ٌزٌه ٔغرط١غ ذؼش٠فٙا تّعشد ذشو١ثاخ خاطح ِٓ اٌذٚاي الأع١ح .
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ذؼشف وا٢ذٟ: اٌؼمذٞ داٌح اٌع١ة اٌع١ة ذّاَ ٌٍّرغ١ش  ذعرَف .   

     
 

  
(        ) 

     
 

 
(        ) 

ؼ١س أٔٙىّا ِؼشٚف ٌذ٠ٕا  ٘زٖ اٌذٚاي ٟ٘ دٚاي و١ٍح لأٔٙا ذشو١ة ِٓ دٚاي و١ٍح  

 ( )                                 

                  ( )                                                

 تعّغ ٘اذ١ٓ اٌّؼادٌر١ٓ ٠ٕرط ٌٕا 

               

ِٕٗٚ 

     
        

 
 

                                             

ػٕذ ؽشغ اٌّؼادٌر١ٓ ٠ٕرط ٌٕا ٚوزٌه   

                

 إرْ

     
        

  
 

.ٔغرط١غ اٌؽظٛي ػٍٝ وً اٌذٚاي اٌّصٍص١ح الأخشِٜٕٚٙا   

ٕ٘ان خٛاص ٌٙزٖ اٌذٚاي ذشثٗ اٌخٛاص فٟ اٌّرغ١شاخ اٌؽم١م١ح اٌرٟ دسعد عاتماً ٚوزٌه تؼغ اٌخٛاص اٌرٟ ذر١ّض تٙا 

ح ػٓ ِص١ٍرٙا فٟ اٌذٚاي اٌؽم١م١ح اٌرٟ عٕزوش٘ا الاْ .اٌؼمذ٠ اٌذٚاي اٌّصٍص١ح راخ اٌّرغ١شاخ   

ٚرٌه لأْ    داٌراْ دٚس٠راْ تؽ١س دٚسج وً ِّٕٙا      .  اٌذاٌراْ  أ            

   (    )  
  (    )     (    )

  
 

 
                   

  
 

                                                    
   (            )      (            )

  
 

                                                    
   (   )      (   )

  
 

        

  
           

     ٚتٕفظ اٌطش٠مح ٔصثد أْ       

   (    )       

ٌزٌه ذىْٛ داٌراْ و١ٍراْ ِٚشرماذّٙا ذؼطٝ  اٌؼمذٞ فٟ اٌّغرٛٞ    داٌراْ ذؽ١ٍ١ٍراْ فٟ وً ل١ُ     .  اٌذاٌراْ ب          

  

تاٌؼلالح       
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4
        

  
5  

 (        )

  
      

ٚتٕفظ اٌطش٠مح ٔصثد أْ       

     

  
       

    
 

 
إرا ٚفمؾ إرا واْ                             .  اٌذاٌح  ض        

ٚوزٌه اٌذاٌح               إرا ٚفمؾ إرا واْ                            

   (    ) .  د                                                          

               (    )                       

 

اٌخطٛاخ اٌرا١ٌح:ٔرثغ لإشثاخ رٌه        

        (    )  
 

  
(        )  

 

  
(             ) 

 
 

  
(   (          )    (          ))    

 
 

 
(      )       

 

 
(      )                    

                                                            

ٚتٕفظ اٌطش٠مح ٔصثد اٌؼلالح اٌصا١ٔح .       

.  ٘ـ                                                                              |    |  

|    |                           

ؼمذٞ ت١ّٕا فٟ اٌذٚاي اٌؽم١م١ح اٌم١ّح داٌر١ٓ غ١ش ِم١ذج فٟ اٌّغرٛٞ اٌ   ِٓ ٘اذ١ٓ اٌؼلالر١ٓ ٠رث١ٓ ٌٕا أْ           

 اٌذاٌر١ٓ 

ٌٚرٛػ١ػ رٌه عٕثش٘ٓ فٟ اٌثذا٠ح اٌؼلالر١ٓ أػلاٖ ؼ١س    ٌىً ل١ُ   1ألً اٚ ٠غاٚٞ      اٌّطٍمح ٌـ      ٚ     

|    |  |                    |          

                                                 

                                                             (             )       (             ) 

 ٚتّا أْ                      ٚوزٌه                    

 ٌزٌه ٔؽظً ػٍٝ 

|    |              

 ٚتٕفظ اٌطش٠مح ٔصثد اٌؼلالح اٌصا١ٔح.

   الاْ إرا ٚػؼٕا        فٟ اٌؼلالح الأٌٚٝ ٌٕٚذع       

 فئْ 

   
   

|   (     )|            
   

         

ٚ٘زا ِٓ أُ٘ ِا ١ّ٠ض تٗ اٌذٚاي اٌّصٍص١ح    داٌح غ١ش ِم١ذج ٚ٘زا ٠ٕطثك ػٍٝ        أْ  ٚ٘زا ٠ٛػػ ِا روشٔاٖ آٔفاً       

ح ػٓ ِص١لاذٙا راخ اٌم١ُ اٌؽم١م١ح .اٌؼمذ٠   
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ؼ١س أْ ذؼش٠فٙا وّا ٘ٛ فٟ اٌّرغ١شاخ اٌؽم١م١ح أٞ أْ    لأٞ  اٌؼمذٞٚا٢ْ عٕؼشف اٌذٚاي اٌّصٍص١ح اٌضائذ٠ح فٟ اٌّغرٛٞ  

 ػذد 

      
      

 
         

      

 
 

أ٠ؼا دٚاي و١ٍح ِٚشرماذٙا ذؼطٝ تاٌؼلالح ا٢ذ١ح:    دٚاي و١ٍح ٌزٌه ذىْٛ                 ٚتّا أْ       

 

  
               

 

  
            

 

ح اٌذٚاي اٌّصٍص١ح اٌضائذ٠ح . ِٚٓ ١ِضاخ ٘زٖ اٌذٚاي ػٓ اٌذٚاي راخ اٌّرغ١شاخ اٌؽم١م١ح ذىْٛ ِٕٚٙا ٔغرٕرط ذؼش٠ف تم١  

(   ) ؼ١س أْ    داٌراْ دٚس٠راْ دٚسج وً ِّٕٙا ٟ٘    اٌذاٌراْ                 

    (     )  
         (     )

 
                             

                                
                 

 
                             

                                                            
  (              )     (              )

 
 

                                                   
  (   )     (   )

 
 

      

 
        

 ٚوزٌه تٕفظ اٌطش٠مح تإٌغثح ٌٍذاٌح      .

٠ٛظذ إسذثاؽ ت١ٓ اٌذٚاي  اٌؼمذٞ فٟ اٌّعاي ٌٚىٓ  اٌؼمذٞ أِا تم١ح اٌّرطاتماخ اٌّؼشٚفح فٟ اٌّعاي اٌؽم١مٟ ذظػ فٟ اٌّعاي 

ح ٚاٌؽم١م١ح فّصلاً ٔلاؼع أْ اٌؼمذ٠ اٌضائذ٠ح  اٌّصٍص١ح   

   (  )               (  ) .  أ                

   (  )               (  )  ب.               

   (  )               (  ) .ض                

  .ٌٍطاٌةٚتش٘اْ ٘زٖ اٌخٛاص ذرشن ورّش٠ٓ 

 

إشثد أْ    :مثال          ِٕٚٗ ٔغرٕرط اْ اٌذٌح         غ١ش ذؽ١ٍ١ٍح فٟ اٞ ِىاْ      

ِٓ اٌٛاػػ ٌذ٠ٕا   :انحم   

                                      

                           

 

ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا     ٚاٌذاٌح                    ٚتّا اْ اٌذاٌح             

                                      

 ٚتٙزا ٔغرٕرط أْ            
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اشثد اْ  مثال:  

 

   (  )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅     (  ̅) 

ِٓ اٌٛاػػ ٌذ٠ٕا اٌؽً:  

 
 ٚتٙزا ٔغرٕرط أْ          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Inverse Trigonometry and Hyperbolic Functions  انعكضُح انمثهثُح وانزائذَحانذوال  
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ٌٚغشع ذؼش٠ف اٌذاٌح اٌؼىغ١ح ٌٍذاٌح   اٌذٚاي اٌؼىغ١ح اٌّصٍص١ح ٚاٌضائذ٠ح ٔغرط١غ أْ ٔظف ؼذٚد٘ا تاٌٍٛغاسذّاخ      

فئْ                ٔىرة إرا واْ        

 فئرا وأد 

  
        

  
 

 فئٕٔا عٕؽظً ػٍٝ

(   )
 
    (   )      

ٔعذ أْ     تؽً اٌّؼادٌح اٌرشت١ؼ١ح أػلاٖ تإٌغثح ٌٍّرغ١ش    

       (    )
 
  

 ٚتأخز اٌٍٛغاسذُ ٌىلا اٌطشف١ٓ ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

            [   (    )
 
 ] 

ٚتٕفظ اٌطش٠مح ٔغرط١غ أْ ٔعذ    داٌح ِرؼذدج اٌم١ُ ِغ ػذد غ١ش ِٕرٗ ِٓ اٌم١ُ ٌىً ٔمطح       ِٚٓ ٕ٘ا ٔلاؼع أْ        

 تم١ح اٌذٚاي اٌؼىغ١ح ٌزٌه ع١ىْٛ ٌذ٠ٕا 

            [   (    )
 
 ] 

       
 

 
   

   

   
                          

 ٚولاّ٘ا داٌح ِرؼذدج اٌم١ُ ُٚ٘ دٚاي ذؽ١ٍ١ٍح لأٔٙا ٔاذعح ِٓ ذشو١ة داٌر١ٓ ذؽ١ٍ١ٍر١ٓ .

:وا٢ذٟ       أِا ِشرماذُٙ فٕؽظً ػ١ٍٙا تغٌٙٛح ِٓ ِشرماخ اٌٍٛغاسذُ ؼ١س ذىْٛ ِشرمح               

 

  
       

  

(    )
 
 

    
 

  
       

 

(    )
 
 

 

 

فرأخز اٌظ١غح ا٢ذ١ح:    ٚاٌرٟ ذؼرّذ تاٌرأو١ذ ػٍٝ اخر١اسٔا ٌٍم١ُ داخً اٌعزس اٌرشت١ؼٟ أِا تإٌغثح ٌّشرمح       

 

  
       

 

    
 

 

 

 

 

 

ظذ ل١ّح    :مثال √         

     √       6 √  .  (√ )
 
/

 

 
7    انحم .         (   √ )      
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                                                      0  (√   )   .
 

 
    /1  

 

 
         (√   ) 

ػذد طؽ١ػ ِٛظة.     ؼ١س  

 ا٢ْ إرا لاؼظٕا أْ

  (√   )    
(√   )(√   )

(√   )
   

 

(√   )
    (√   ) 

 ٌزٌه ٠ّىٕٕا أْ ٔىرة

     √  
 

 
         (√   ) 

ػذد طؽ١ػ ِٛظة.     ؼ١س  

 

 ا٢ْ عٕرطشق إٌٝ اٌذٚاي اٌضائذ٠ح اٌؼىغ١ح ٚاٌرٟ ذؼطٝ تاٌّؼادلاخ ا٢ذ١ح :

 

           0  (    )
 

 1 .          أ  

           0  (    )
 

 1 .          ب  

        
 

 
   

   

   
 ض.                              

 ٚاٌّشرماخ ٌٙزٖ اٌذٚاي ذىْٛ تاٌظٛسج ا٢ذ١ح 

 
 

  
        

 

(    )
 
 

.  أ             

 

  
        

 

(    )
 
 

.  ب             

 

  
        

 

    
.  ض                 

 

 

ظذ ل١ّح    :مثال            

   :انحم 

           [   (    )
 
 ]     (  )      .

 

 
    /   

ػذد طؽ١ػ ِٛظة.      ؼ١س 

  

 

 

 

      (    ) ظذ ل١ّح     :مثال  
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   :انحم 

      (    )  
 

 
   

      

      
 

 

 
   (    )  

 

 
     (

 

 
  )        

 

     (  ) ظذ ل١ّح     :مثال  

 انحم:

     (  )       [  √ ] 

 

ظذ ل١ّح     :مثال  

      (
  

 
) 

 اٌؽً:

 
 

     (  ) ظذ ل١ّح     :مثال  

 اٌؽً:

     (  )  
 

 
   

  (  )

  (  )
 

 

 
   ( )  

 

 
 

 

     ( ) ظذ ل١ّح     :مثال  

 

 انحم:

     ( )       (  √    )       (   √ ) 

 

  ,   ( )     (  √   )]   ,     (
 
 
    )     (  √ )- 

 

   0 .
 

 
    /     (  √ )1  .

 

 
    /      (  √ )    
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 الاتٌة  z لقٌمة        جد قٌم  -0

       

 التً تحقق المعادلات الاتٌة   zجد قٌم  -2

 

         -د                -ج          -ب      √    -ا
  

 
    

 

 جد قٌم كل مماٌاتً -3

           -د         -ج    √(  ) -ب     (   ) -ا

 اثبت ان  -4

   |  | |   -ا
 دالة غٌر تحلٌلٌة    ̅   -ب       |

 

 لكل من القٌم الاتٌة      جد قٌمة  -5

    √    -ب               -ا          

 

|     |         اثبت ان -6  |     |  |     |  

7-  

 دالة غٌر تحلٌلٌة ̅    اثبت ان  -8

 

  و              اذا كانت  -9
 

 
(    )، اثبت ان   

    
   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Homework 
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Complex Integral ٞاٌرىاًِ اٌؼمذ 

 

 ١ٌىٓ

( )      ؼ١س            ( )    ( ) 

 

ٚٔؽٓ ٔؼشف ِٓ خلاي دساعرٕا ٌٍذٚاي اٌؽم١م١ح أٔٗ إرا وأد   دٚاي راخ ل١ُ ؼم١م١ح ٌٍّرغ١ش اٌؽم١مٟ     ؼ١س  ( )   ( )  

ٌزٌه ِٓ اٌّّىٓ وراتح    دٚاي ِغرّشج ػٍٝ فرشج ِا فئٔٙا ذىْٛ لاتٍح ٌٍرىاًِ ػٕذ اٌّرغ١ش        

∫ ( )  

 

 

 ∫ ( )  

 

 

  ∫ ( )  

 

 

 

فئرا وأد    فئٕٔا ٔؽغة ذىاًِ اٌذٚاي        ( ) اب ذىاًِ اٌذاٌح  ِٚٓ اٌٛاػػ أٔٗ ٌؽغ  

  ( )   ( )    ( )   ( ) 

 فئْ

∫ ( )  

 

 

  ( )   ( )   ( ( )   ( )) 

ظذ ل١ّح اٌرىاًِ   :مثال  

∫      

 
 

 

 

   انحم .              

∫      

 
 

 

 6
    

  
7
 

 
 

 

               

 ٌزٌه فاٌرؼش٠ف أػلاٖ ع١ىْٛ 

 [
            

  
]
 

 
 
 

 

  
0   

 

 
     

 

 
  1 
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√ 

 
 

 

 
 

 

 

 

ظذ ل١ّح اٌرىاًِ   :مثال  

∫      

 
 

 

 

   انحم .              

∫      

 
 

 

 6
    

  
7
 

 
 

 

               

 [
            

  
]
 

 
 
 

 

  
0    

 

 
      

 

 
  1 

 

 
 

  
0   

 

 
     

 

 
  1  

√ 

 
 

 

  
 

                                        

اؼغة اٌرىاًِ   :مثال  

  ∫      

 
 

 
 

 

 انحم .  

  ∫      

 
 

 
 

 ∫       

 
 

 
 

  ∫       

 
 

 
 

 

 

 ,    - 
 

 
   ,     - 
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√   

 
  

√   

 
  

 

 

 

 

ظذ ل١ّح اٌرىاًِ   :مثال  

∫(
 

 
  )

 

  

 

 

 

 انحم .  

∫(
 

 
  )

 

  

 

 

 ∫(
 

  
  )  

 

 

   ∫
 

 
  

 

 

 

  
 

 
         

 

 
      

 

  

  .اٌرىاًِ  اٌؼمذٞ ٌٗ ٔفظ اٌخٛاص اٌرٟ ذٕطثك ػٍٝ اٌرىاًِ اٌؽم١مٟ: ملاحظه

 

دٚاي ِغرّشج ِؼشفح ػٍٝ اٌفرشج     ( )    ( )     ( )    ( )    ( )     ( ) ٌرىٓ   وظرَح.   

فئْ          

∫ ( ( )   ( ))  
 

 
 ∫  ( )

 

 
   ∫  ( )  

 

 
أ.          

∫  ( )
 

 
   ∫  ( )

 

 
   ∫  ( )  

 

 
فئْ         c  ٟب.      لأٞ ػذد ؼم١م 

ػذد ِؼمذ فئْ     ض.    إرا واْ      

∫(    ) ( )

 

 

   (    )∫ ( )

 

 

   

∫  ( )
 

 
    ∫  ( )

 

 
 د.      

|∫  ( )
 

 
  |  ∫ | ( )|

 

 
 ٘ـ.      

∫  ( ) ( )
 

 
   ∫ ,  ( )  ( )    ( )  ( )-

 

 
    ∫ ,  ( )  ( )    ( )  ( )-

 

 
     .ٚ 

   

 انثرهان .  

 )٘ـ( فمؾ ٚرٌه تئػادج وراتح اٌذاٌح تاٌشىً اٌمطثٟ فرىْٛ
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∫ ( )

 

 

   |∫ ( )

 

 

  |      

 ٌزٌه

|∫ ( )

 

 

  |  ∫      ( )  

 

 

 

 ٚوزٌه

|∫ ( )

 

 

  |  ∫  .      ( )/   

 

 

 

 ٚوّا ٘ٛ ِؼشٚف ٌذ٠ٕا ِٓ خلاي خٛاص الأػذاد  اٌؼمذ٠ح أٔٗ 

  .      ( )/  |     ( )|  | ( )|           

 ارْ 

∫  .      ( )/   

 

 

 ∫| ( )|

 

 

   

 ٚتٙزا ٠رؽمك اٌثش٘اْ .
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ِغاس )ِٕؽٕٟ( فٟ     داٌح راخ ل١ُ ِؼمذج ٚ      ؼ١س    ∫  ( )  
 

 ا٢ْ عٕمَٛ ترؼش٠ف ٚؼغاب اٌرىاِلاخ ِٓ اٌظ١غح 

تاعرخذاَ ِفَٙٛ اٌذاٌح    ٕٚ٘ا عٕمَٛ تئػادج ذؼاس٠ف تؼغ ِاذُ ػشػٗ فٟ اٌفظً الأٚي ورؼش٠ف اٌّغاس      اٌّغرٛٞ  

٠ٚغّٝ    ػٕذِا ٠ىْٛ         (  )   (  ) غٗ تأٞ ٔمطح أٞ أْ ٠غّٝ تغ١ؾ إرا ٌُ ٠مطغ ٔف      اٌٛع١ط١ح .  ؼ١س 

٠غّٝ ِغاس ِغٍك تغ١ؾ    فئْ      ( )   ( ) أِا إرا وأد ٔمطح اٌرماؽغ اٌٛؼ١ذج      ( )  ِغٍك إرا واْ ( )  

( ذٛػ١ػ ٌٙزٖ اٌّؼٍِٛاخ1-4ٚفٟ اٌشىً )  
   

 

 

  

 

1-4شىً   

 

 

 

 اٌذاٌح راخ اٌم١ُ  اٌؼمذ٠ح( ) 

                    ( )                  ( )   ( )    ( )                                                     

 

تإٌغثح      ( ) ٚاٌّشرمح   دٚاي ؼم١م١ح لاتٍح ٌلإشرماق ؼ١س           ذىْٛ لاتٍح ٌلإشرماق إرا واْ وً ِٓ ( )   ( ) 

ذىْٛ ِؼشفح تاٌّؼادٌح     ٌـ   

( )                     ( )    ( )     ( )                  

 

( )  اٌّؼشفح أػلاٖ ِغرّشج ٚغ١ش طفش٠ح ػٍٝ اٌفرشج -   ,   اٌّؼشف أػلاٖ ٠ىْٛ أٍِظ إرا واْ    إٌّؽٕٟ )اٌّغاس(  

فئْ ١ًِ اٌّرعٗ      (  )  ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ ٌٗ ١ًِ ِرعٗ غ١ش طفشٞ فئرا واْ   

 
  (  )

  (  )
٠ؼطٝ تاٌظ١غح    ػٕذ إٌمطح    (  )   

  

  
فئْ ا١ًٌّ       (  ) ػّٛد٠اً ٚإرا واْ        (  )     (  ) 

 ٚاٌضا٠ٚح إٌاذعح ذىْٛ تاٌظ١غح ا٢ذ١ح 

. . 

 

. 

 
. 

 

. 

 
. 

 

. 

 . 

 

. 

 

𝑧(𝑡) 
 

مغلق مسار بسٌط مسار بسٌط  

بسٌط مغلق غٌر مسار   

 

بسٌط غٌر مسار  

 

𝑧(𝑎) 
𝑧(𝑡) 
 

𝑧(𝑎)  𝑧(𝑏) 

 
𝑧(𝑡) 
 

𝑧(𝑎) 

𝑧(𝑡) 
 

. 

 

𝑧(𝑏) 𝑧(𝑏) 
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 ( )     (  ( ))     ,  ( )     ( )- 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

:  إٌّؽٕٟ الأٍِظ ١ٌظ ٌٗ أٞ صٚا٠ا أٚ ٔرٛء وّا ِٛػػ تاٌشىً ملاحظـــح    

 

 

 

 

 

2-4شىً   

 

 

 إٌّؽٕٟ ٠غّٝ ِٕؽٕٟ ظٛسداْ إرا واْ ِغرّشاً ِٚرثا٠ٕاً ٚإٌّؽٕٟ الأٍِظ ٠ىْٛ ِغاساً لاتلاً ٌلإطلاغ إرا وأد ( )  

ٚلاتٍح ٌٍرىاًِ تؽغة ِفَٙٛ ١ٌٕه أٞ اْ     ِٛظٛدج فٟ وً ِىاْ فٟ اٌّعاي اٌّؽذد -   ,

∫|  ( )|  

 

 

 ∫√(  ( ))
 
 (  ( ))

 
  

 

 

 

ِٕؽ١ٕاخ   ٍٗ ِٓ إٌّؽ١ٕاخ اٌٍّغاء ِشذثطح تؽ١س أٔٗ إرا واْ               اٌّىْٛ ِٓ ػذد ِٕر  ٚاخ١شاً ٠غّٝ إٌّؽٕٟ  

٠غّٝ وأرٛس ٠ٚؼثــــــش ػٕٗ    فئْ    ٌىً               ِٓ ٔمطح اٌثذا٠ح  ذرٛافك       ٍِغاء ؼ١س   

 تاٌظ١غح ا٢ذ١ح:

             

 اِا ؽٛي اٌّغاس )اٌىأرٛس(

             

 ( )  ∑(            )

 

   

 ∑ (  )

 

   

 

٠ؼشف وا٢ذٟ:   ػٍٝ ؽٛي إٌّؽٕٟ    فئْ ِغاس اٌرىاًِ )وأرٛس( ٌٍذاٌح      فئرا وأد اٌذاٌح ِغرّشج ػٕذ + *

∫  

 

( )   ∑ ∫  

  

( )  

 

   

 

. . 

 
. 

 

. 

 
𝑧(𝑎) 

𝑧(𝑏) 

𝑧(𝑎) 

𝑧(𝑏) 
 

𝑧(𝑡) 
 

 ِٕؽٕٟ أٍِظ
أٍِظ غ١ش ِٕؽٕٟ  
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ِؼشفح وا٢ذٟ     ٌٚرىٓ      ؼ١س         ( )  
 

 
ٌرىٓ   :مثال  

   ( )             

 

 انحم.

ِٕؽٕٟ دائشج اٌٛؼذج ِٛظٙح تالاذعاج اٌّٛظة     ٔلاؼع إْ   

∫  

 

( )   ∫
 

 
   

 

 ∫
 

   
 

  

 

       

 

 ∫  

  

 

   ,  - 
       

 

ِؼشفح وا٢ذٟ     ٌٚرىٓ       ( ) ٌرىٓ   :مثال    

   ( )               

 

 انحم.

  ∫  

 

( )   ∫  

 

   ∫  (     )(   )

 

 

   

 

 ∫  (      )

 

 

   
 

 
    

 

 ؽش٠مح شا١ٔح ٌٍؽً.

ٔؼٛع فٕعذ  ف١ىْٛ             ٔفشع أْ            
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 ∫  

 

( )   ∫(      )(      )

 

 

( )     فٕعذ       ,    ( ) ٔعشٞ اٌرع٠ًٛ        

 

 ∫  (     )(   )
 

 
   

 

 
ؼ١س          ( )    

 

 
ٌرىٓ   :مثال  

   ( )              

ٟ٘ ِٕؽٕٟ أٍِظ ٚإْ     ِٓ اٌٛاػػ إْ   

∫  

 

( )   ∫  (          )

 

 

          

 

 

 

 

 
 

 

 | ( )| ٚأْ      داٌح ِغرّشج ِؼشفح ػٍٝ ِعّٛػح ِفرٛؼح ذؽرٛٞ ػٍٝ اٌىأرٛس    -   ٌرىٓ:  (     )مرراجحح 

فئْ      ٌىً    

|∫  

 

( )  |     

 ؼ١س     ؽٛي اٌىأرٛس  

   ( ) ,   - ١ٌىٓ   انثرهان . ِٕؽٕٟ أٍِظ ؼ١س      

|∫  

 

( )  |  |∫ 

 

 

( ( ))  ( )  |  ∫| ( ( ))||  ( )|  

 

 

 

  ∫|  ( )|  

 

 

     

ٍِغاء فئْ      ؼ١س      فئرا واْ             
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|∫  

 

( )  |  |∑ ∫  

  

( )  

 

   

|  ∑|∫  

  

( )  |

 

   

 

 ∑  (  )

 

   

 ∑  ( )

 

   

 

 

 

| |    إشثد أْ      وأرٛس ِؼطٝ تاٌظ١غح     ِٓ     اٌٝ          ١ٌىٓ   :مثال   

  

|∫
   

    
  |  

  

 
 

تّا أْ انحم .    

|   |  | |         ٚ   |    |  ||  |   |    

 فئْ 

|
   

    
|  

|   |

|    |
 

 

 
 

  ارْ 
 

 
 ؼ١س اْ      ٚ  

|∫
   

    
  |  

  

 
 

 

 

 (Cauchy-Goursat Theorem) كىرصاخ   -وظرَح كىشٍ   

 

                      ( ) ٘ٛ وأرٛس ِغٍك تغ١ؾ      ٔفشع أْ  

ٌزٌه ع١ىْٛ ٌذ٠ٕا     داخً ٚػٍٝ ِؽ١ؾ      ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ وً ٔمطح ِٓ ٔماؽ       ٚتئذعاٖ ػىظ ػمشب اٌغاػح ٌٚرىٓ اٌذاٌح   

∫  

 

( )   ∫ 

 

 

( ( ))  ( )   

 ( )   ( )    ( )    ( )   (   )  ٚإرا فشػٕا أْ        (   )   

ٔغرٕرط     فئٔٗ ٚ تؼذ إظشاء اٌرىاًِ ػٍٝ اٌم١ّح اٌؽم١م١ح   

∫  

 

( )   ∫(   ( )     ( ))

 

 

    ∫(   ( )     ( ))

 

 

   

 ( )  ٌٚٙزا ٠ىْٛ تؼذ ٚػغ                      
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( )                    ∫  

 

( )   ∫        

 

  ∫        

 

      

إٌٝ ذىاًِ شٕائٟ تاعرخذاَ ٔظش٠ح وش٠ٓ ٚاٌرٟ ذٕض ػٍٝ   ( ) اٌرىاًِ فئٕٔا ٔغرط١غ ذؽ٠ًٛ ذىاًِ اٌّغاس ِٚٓ ٔرائط اٌرفاػً ٚ  

اٌرـٟ     ِغ ِشرماذٙا اٌعضئ١ح الأٌٚٝ ِغرّشج ػٍٝ ظ١ّغ إٌّطمح اٌّغٍمح       أٔٗ إرا وأد اٌذٚاي اٌؽم١م١ح  (   )  (   ) 

 ذؽٛٞ ػٍٝ ظ١ّغ إٌماؽ اٌذاخ١ٍح ٚػٍٝ ِؽ١ؾ اٌىأرٛس اٌّغٍك اٌثغ١ؾ     فئٔٗ 

∫        

 

 ∬(     )    

 

 

ٌٚٙزا   ٌزٌه ذىْٛ ِغرّشج داخً    ذؽ١ٍ١ٍح فٟ     ٚتّا أْ اٌذاٌح     

∫  

 

( )   ∬(      )    

 

  ∬(     )    

 

 

س٠ّاْ ِرؽممح ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا-ٚؼ١س أْ ِؼادٌرٟ وٛشٟ  

∫ ( )     

ذؼرثش ِٓ إٌرائط اٌّّٙح فٟ اٌرىاًِ  اٌؼمذٞ.٘زٖ إٌر١عح ؼظً ػ١ٍٙا وٛشٟ فٟ اٌمشْ اٌراعغ ػشش ٚوّا أعٍفٕا   

 

 

 

 

إرا واْ   :مثال    وأرٛس ِغٍك تغ١ؾ فئْ   

∫    

 

     

ِغرّشج وزٌه .      ( )        
 ٚرٌه لأْ اٌذاٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ ظ١ّغ إٌماؽ تالإػافح إٌٝ أْ 

٠ّىٓ إٌغاءٖ أٞ اْ          أٚي ِٓ تش٘ٓ أْ ششؽ الاعرّشاس٠ح ٌـ      Goursat  ٕٚ٘ا ذعذس الإشاسج إٌٝ أْ اٌؼاٌُ وٛسعاخ 

لا ٠شرشؽ أْ ذىْٛ ِغرّشج ٚػ١ٍٗ ذُ ذٕم١ػ إٌر١عح اٌرٟ ؼظً ػ١ٍٙا وٛشٟ تؽزف ششؽ الإعرّشاس٠ــــح     ٌٍذاٌح اٌرؽ١ٍ١ٍح   

ش٠ح اٌمادِح .وٛسعاخ ٚاٌرٟ عٕؼشػا فٟ إٌظ-ٚ٘زٖ إٌر١عح ع١ّد ٔظش٠ح وٛشٟ   ٌٍّشرمح    

 

) وأرٛس ِغٍك تغ١ؾ ( ٠مغ داخً     فئْ  ذؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ اٌّعاي اٌّرظً اٌثغ١ؾ      ,   إرا وأد اٌذاٌح وظرَح.      

∫  ( )  

 

    

ِٓ ٔظش٠ح وش٠ٓ ٔعذ أْ   انثرهان .  
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∫ (   )    (   )   ∬(      )       

 ٚوزٌه 

∫  (   )    (   )  

 

 ∬(     )    

 

   

 ٌزٌه ٠ٕرط ٌذ٠ٕا 

∫  

 

( )   ∫(    )

 

(      )                                         

                                                  ∫  (   )    (   )  

 

  ∫  (   )    (   )  

 

   

 

فئٔٗ ؼغة ٔظش٠ح    داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ      ٌزٌه ٚتّا اْ      ( ) ِٕؽٕٟ تغ١ؾ ِغٍك , ٌٚرىٓ        ١ٌىٓ    مثال:   

وٛسعاخ -وٛشٟ  

∫     

 

   

 

 

 

 

 

٠مغ داخً       وأرٛس ِغٍك تغ١ؾ  ٚتالإذعاٖ اٌّٛظة )ػىظ ػماسب اٌغاػح( ؼ١س      إرا واْ وً ِٓ .   ورُجح         

ٚوً إٌماؽ ت١ّٕٙا  فئْ   ذؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ ِٕطمح ِغٍمح ذؽرٛٞ ػٍٝ          ٚاٌذاٌح ( ) 

∫  ( )  

  

 ∫  ( )  

  

 

ٚ٘زٖ إٌر١عح ذؼط١ٕا تأٔٗ ل١ّح اٌرىاًِ لا ذرؼٍك تاٌطش٠ك اٌّغٍٛن ِاداَ ٘زا اٌطش٠ك ٘ٛ ِغٍك ٚتغ١ؾ ٚاٌذاٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ ِعاي 

 ٠ؽر٠ٛٗ.

 

  
  

 
 

  

 
٘ٛ اٌمطغ إٌالض اٌزٞ ِؼادٌرٗ     ؼ١س      ∫

  

   
إؼغة اٌرىاًِ    :مثال  

٘ٛ اٌذائشج اٌرٟ ِشوض٘ا ٔمطح الأطً      ٌزٌه ِٓ اٌّّىٓ أْ ٔخراس     غ١ش ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذِا          ( ) اٌذاٌح  انحم .    

ٚوّا ٘ٛ ِٛػػ تاٌشىً        | | أٞ أْ    1ٚٔظف لطش٘ا     

 
𝐶  
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 ٕٚ٘ا ٠ّىٓ ِلاؼظح ِا ٠ٍٟ:

٠مغ تأوٍّٗ داخً اٌمطغ إٌالض     .   إٌّؽٕٟ   .1    

داٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ إٌّطمح اٌٛالؼح ت١ٓ             ( ) اٌذاٌح .  2  

داٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ وً ٔمطح ِٓ ٔماؽ            ( ) اٌذاٌح  .  3  

 ٌزٌه ؼغة إٌر١عح اٌغاتمح ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

∫  ( )  

  

 ∫  ( )  

  

 

ٌزٌه ١ٌىٓ                     ؼ١س              | |  ٚتّا أْ   

 فئْ 

∫  ( )  

  

 ∫
    

   

  

 

   ∫    

  

 

 

(  - 
       

 ِٕٚٗ ٠ىْٛ 

∫  ( )  

  

     

 

 

 

 

  , ٚتشرشؽ اْ ذىْٛ     ٚإٌّؽٕٟ     داٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ إٌّطمح اٌٛالؼح ت١ٓ إٌّؽ١ٕاخ            ( ) ١ٌىٓ وظرَح .    

ذؽ١ٍ١ٍـــــــــح ػٍٝ إٌّؽ١ٕاخ     ( ) غ١ش ِرماؽؼح ِغ تؼؼٙا ٚظ١ّؼٙا ِٕؽ١ٕاخ تغ١طح ِغٍمح ٚوزٌه   (       ) 

ػٕذئزٍ ٠ىْٛ            

 

∫  ( )  

 

∑ ∫  ( )  

  

 

 

   

  

 

 

 

𝐶  

𝐶  

𝐶𝑛 

𝐶 
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إشثد أْ    :مثال  

∫
   

    
 

      

(5-4وأرٛس وّا فٟ اٌشىً)     ؼ١س  

 

 

 

 

 

 

 

 

 انحم .  

∫  ( )  

 

   ∫
 

 
  

 

  ∫
 

   
  

 

 

 لإ٠عاد اٌرىاًِ الأٚي فٟ اٌطشف الأ٠ّٓ ٠ىْٛ 

  ∫
 

 
     ∫

 

 
  

  

 (  ) ∫
 

 
  

  

  ∫
 

 
  

   

       

 ٚتٕفظ اٌطش٠مح 

 ∫
 

   
  

 

  ∫
 

   
  

  

  ∫
 

   
  

  

           

 ٌزٌه ٠ىْٛ إٌاذط

∫ ( )                

 

 

 

 

 

 

 

𝑥 

 

𝑦 

 
𝐶  

𝐶  𝐶 



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

91 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

ػٕذئزٍ ٠ىْٛ    داٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ ِٕطمح تغ١طح الإذظاي      ٚواْ           ( ) إرا وأد وظرَح.     

 ( )  ∫ ( )  

 

 

 

    ( ) ٠ٚىْٛ                                         ( )    ذؽ١ٍ١ٍح فٟ إٌّطمح  
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ِٓ اٌّّىٓ اعرؼّاي اٌرش١ِض انثرهان .    

∫  ( )  

 

 ∫ ( )  

 

 

             

ٌّٙا ٔفظ ٔمطح اٌثذا٠ح       إٌٙا٠ح ٚ        ١ٌٚىٓ        وأرٛس٠ٓ فٟ  

وٛسعاخ  ٠ٕرط ٌٕا -ِٕؽٕٟ تغ١ؾ ِغٍك ٚتاعرخذاَ ٔظش٠ح وٛشٟ  ٌزٌه ع١ىْٛ ٌذ٠ٕا            

∫  ( )  

  

 ∫  ( )  

  

 ∫  ( )  

     

   

ٚتّا اْ    أ٠ؼاً ذمغ داخً     طغ١شج تّا ف١ٗ اٌىفا٠ح ٌزٌه         ٌٚثشٕ٘ح اٌعضء اٌصأٟ , ٌرىٓ     ٔمطح شاترح ١ٌٚىٓ     

شاتد ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ    ؼ١س     ( )     ٔمطح شاترح فئْ    

∫  ( )  

    

 

 ∫    

    

 

      ( )   

 ِٚٓ اٌعٙح الأخشٜ ٌذ٠ٕا 

 (    )   ( )  ∫  ( )  

    

 

 ∫ ( )  

 

 

 

                                                          ∫  ( )  

 

  

 ∫ ( )  

 

  

 ∫  ( )  

 

 

ِغ          ٠شتؾ     ِغ      ,     ٠شتؾ      ِغ        ,     وأرٛس ٠شتؾ إٌمطح       ؼ١س   

 

 

تؽ١س أْ    ٠ٛظذ       داٌح ِغرّشج ػٕذ إٌمطح     , إرْ ٌىً      ٚتّا اْ  

  | ( )   ( )| فئْ     |   |  إرا واْ   

٠ؤدٞ اٌٝ اْ  |  |  ِٚٓ اٌّؼادلاخ اػلاٖ ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا     

|
 (    )   ( )

  
  ( )|  

 

|  |
|∫  ( )  

 

 ∫  ( )  

 

| 

                                        
 

|  |
∫| ( )   ( )|  

 

 

                       
 

|  |
 |  |    

    ( )   ( ) ٚ٘زا ٠ؼٕٟ      ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ اٌطشف الأ٠غش ٠ز٘ة إٌٝ اٌظفش ػٕذِا      

 ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ .
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ٟ٘ أطً ِشرمح ٌٙا ػٕذئزٍ  لأٞ ِٕؽٕٟ    ( ) ٚوأد   داٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ ِٕطمح تغ١طح الإذظاي     ( ) إرا وأد  :وظرَح   

٠ىْٛ   ؼ١س           ٠ظً ت١ٓ إٌمطر١ٓ    

∫ ( )  

 

 

  ( )| 
   ( )   ( ) 

ِغرمً ػٓ اٌطش٠ك لأْ   ∫  ( )  
 

 
ِٓ إٌظش٠ح اٌغاتمح ٔغرٕرط أْ انثرهان .    

 ( )  ∫ ( )  

 

 

 

فئْ    أطً ِشرمح اٌذاٌح اٌرؽ١ٍ١ٍح       ذؽ١ٍ١ٍح ٌٚرىٓ  

 ( )   ( )   ( ) 

شاتد    ؼ١س      ( ) ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ      ٌىً          ( )  ذؽ١ٍ١ٍح ٚأْ    

 ( )   ( )           ٚ 

 

 ( )   ( )   ( )  ٌزٌه    ( )  

. ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ  

 

إشثد أْ   :مثال  

∫      

 

 

             

   ( )          ٟ٘  ( ) أطً اٌّشرمح ٌٍذاٌح   انحم .        

 ٌزٌه

∫      

 

 

                        

 

 

(Cauchy Integral Formula)  صُغح كىشٍ انركامهُح 

ٌٚرىٓ    ذؽٛٞ      داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ ِٕطمح تغ١طح الإذظاي     وأرٛس ِغٍك تغ١ؾ تالإذعاٖ اٌّٛظة ٌٚرىٓ      ١ٌىٓ   

فئْ     أٞ ٔمطح داخ١ٍح ذمغ داخً         

 (  )  
 

   
∫

 ( )

    
  

 

 

وٛسعاخ تأْ اٌرىاًِ ػٍٝ -ِٚٓ ٔر١عح ِثشٕ٘ح وٛشٟ   ِا ػذا ػٕذ إٌمطح     داٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ     
 ( )

    
اٌذاٌح    انثرهان .  
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ؼ١س    ٘ٛ ٔفغٗ ػٍٝ إٌّؽٕٟ      إٌّؽٕٟ   

   |    |    

 

 

 أٞ أْ 

∫
 ( )

    
  

 

 ∫
 ( )

    
  

  

 

 ِٓ اٌّّىٓ وراتح اٌطشف الأ٠ّٓ وا٢ذٟ 

∫
 ( )

    
  

  

 ∫
 (  )

    
  

  

 ∫
 ( )   (  )

    
  

  

                                                                       

                         (  ) ∫
  

    
  

 ∫
 ( )   (  )

    
  

  

  (  )    ∫
 ( )   (  )

    
  

  

 

فئْ اٌّؼادٌح أػلاٖ ذىْٛ   إرا ِا أخزٔا      

∫
 ( )

    
  

 

  (  )       
    

∫
 ( )   (  )

    
  

  

 

       *∫| ( )   (  )|  ٌرىٓ  +     

ػٕذِا         داٌح ِغرّشج ِٚٓ اٌٛاػػ          ٚتّا اْ   

 ٌزٌه ٔغرٕرط اْ 

|
 ( )   (  )

    
|  

| ( )   (  )|

    
 

  

 
 

 إرْ ٘زا ٠ماتً 

|∫
 ( )   (  )

    
  

  

|  
  

 
 (  )       

 ٚػ١ٍٗ 

   
    

∫
 ( )   (  )

    
  

  

   

 ٚتٙزا ٔغرٕرط أْ 

∫
 ( )

    
  

 

     (  ) 

 

. 𝑧  
𝐶 
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 ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ

 

 

ٚأْ                 ( ) ؼ١س         ∫
    

 
  

 
إؼغة    :مثال  

داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ اٌّغرٛٞ  اٌؼمذٞ          ( ) اٌذاٌح انحم .         

ٔمطح ذمغ داخً اٌىأرٛس        ٚأْ       

 ٌزٌه تاعرخذاَ ط١غح وٛشٟ اٌرىا١ٍِح فئٕٔا ٔغرٕرط 

 ( )  
 

   
∫

    

 
  

 

 

 ِٕٗٚ 

∫
    

 
      , -      

 

 

تالإذعاٖ اٌّٛظة .   |   | دائشج       ؼ١س      ∫
   

     
  

 
إؼغة   :مثال   

ذمغ  داخً          داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ٚأْ         ( )  
   

   
ِٓ اٌٛاػػ انحم .     

 ٌزٌه تاعرخذاَ ط١غح وٛشٟ اٌرىا١ٍِح فئٕٔا ٔغرٕرط 

 ( )  
 

   
∫

   

     
  

 

 

 ِٕٗٚ 

∫
   

     
      (

  

 
)  

   

 
 

 

ٚأْ                 ( ) ؼ١س            ∫
    

    
  

 
إؼغة    :مثال  

داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ اٌّغرٛٞ  اٌؼمذٞ          ( ) اٌذاٌح انحم .         

وّا فٟ اٌشعُ ٚؼغة ط١غح وٛشٟ اٌرىا١ٍِح فئْ    ٔمطح ذمغ داخً اٌىأرٛس     ٚأْ        

 

 

∫
    

    
  

 

     (  )                         

     (  ) 
. 
 

هنا المعادلة اكتب   

𝑦 
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ِٓ ط١غح وٛشٟ اٌرىا١ٍِح ٠ّىٓ أْ ٔغرٕرط أٔٗ إرا وأد اٌذاٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ ٔمطح فئْ ظ١ّغ ِشرماخ اٌذاٌح ػٕذ ذٍه ِلاؼظٗ: 

.إٌمطح ذىْٛ أ٠ؼا ذؽ١ٍ١ٍح   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

أٞ ٔمطح داخ١ٍح    ٚتالإذعاٖ اٌّٛظة ٌٚرىٓ      ذؽ١ٍ١ٍح داخً ٚػٍٝ اٌىأرٛس اٌّغٍك اٌثغ١ؾ      ٌرىٓ اٌذاٌح  وظرَح .      

فئْ     ٌٍىأرٛس  

  ( )  
 

   
∫

 ( )  

(   ) 
 

 

ِٚٓ ٔظش٠ح وٛشٟ اٌرىا١ٍِح ٔغرٕرط اْ    ٚظ١ّغ إٌماؽ ػٍٝ      أطغش ِغافح ت١ٓ      ٌرىٓ انثرهان .     

 ( )  
 

   
∫

 ( )  

   
 

 

ٔماؽ ػٍٝ         ؼ١س   

 ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

 (    )   ( )

  
 

 

   
∫ (

 

      
 

 

   
)

 

 ( )

  
   

 

 
 

   
∫

 ( )  

(      )(   )
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   |  |  ؼ١س   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 إرْ ٠ظثػ ٌذ٠ٕا 

 

 (    )   ( )

  
 

 

   
∫

 ( )  

(   ) 
 

 
 

   
∫

   ( )  

(      )(   ) 
 

 

ػٍٝ       | ( )| ٘ٛ أوثش ل١ّح ٌٍذاٌح      ١ٌٚىٓ   

  |  |      |   |  ٚتّا أْ    

 فئْ

|      |  |(   )    |  ||   |  |  ||    |  |    

 ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ 

|∫
   ( )  

(      )(   ) 
 

|  
|  | 

(  |  |)  
  

ؽٛي اٌىأرٛس        ؼ١س  

ٔغرٕرط     ٚا٢ْ تأخز اٌغا٠ح ػٕذِا      

   
    

 (    )   ( )

  
 

 

   
∫

 ( )  

(   ) 
 

   

 ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ تش٘اْ إٌظش٠ح.

 

 

. . 
𝑡 

𝑧 

𝑠 
  

𝑥 

𝑦 
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    | | ؼ١س        ∫
     

(   )  
إؼغة     :مثال  

ترطث١ك إٌظش٠ح اٌغاتمح ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا انحم .    

∫
   

  

(    ) 
 

      (  ) 

   ( )     
 ؼ١س  

 

  

 ٌزٌه

∫
   

  

(    ) 
 

    (      ) 

                         

 

 

 

 

وأرٛسِغٍك تغ١ؾ تالإذعاٖ اٌّٛظة ٠ٚمغ داخً      ١ٌٚىٓ    داٌح ذؽ١ٍ١ٍح فٟ ِٕطمح تغ١طح الإذظاي    ٌرىٓ   فئْ وظرَح.   

ٔمطح داخ١ٍح ٌٍّٕؽٕٟ       ٚإرا وأد   

  ( )  
  

   
∫

 ( )

(   )   
  

 

 

فمذ ذُ تش٘أٙا فٟ إٌظش٠ح اٌغاتمح.    فٟ ؼاٌح  انثرهان .       

ٚتئعرخذاَ الإعرمشاء اٌش٠اػٟ ٔغرط١غ اٌثشٕ٘ح   أٞ ػٕذِا        ٚٔثش٘ٓ       ٕٚ٘ا عٕغرخذَ ٔفظ اٌم١ُ ٌٍذاٌح اٌرؽ١ٍ١ٍح   

 .  لإٞ ػذد  

 

   | | دائشج اٌٛؼذج      ؼ١س    ∫
   

  
  

 
إؼغة   مثال:  

 اٌؽً .  تئعرخذاَ إٌظش٠ح اٌغاتمح فئْ 

∫
   

  
  

 

 ∫
 ( )  

(   )   

 

 
   

  
    ( )  

   

 
 

 

 

 

ِٛظٛدج ػٕذ ذٍه إٌمطح ٚذىْٛ ظ١ّؼٙا ذؽ١ٍ١ٍح.   داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ ٔمطح فئْ ِشرماذٙا ِٓ اٌشذثح     إرا وأد وظرَح .      
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ٌٚرىٓ          ذؽ١ٍ١ٍح فٟ إٌّطمح    ٌرىٓ انثرهان .     

ِّىٓ إعرخذاِٙا فٟ إٌظش٠ح      |    | ؼ١س     اٌذائشج     ِؽرٛاج فٟ    |    |  فئٔٗ ٠ٛظذ لشص ِغٍك   

ِٛظٛد ٌىً    .    اٌغاتمح لإشثاخ أْ (  )  

 

Moreira's Theorem   رَرا وظرَح مى  

وأرٛس ِغٍك تغ١ؾ ٠مغ   ؼ١س    ∫  ( )  
 

ٚإرا وأد      ِغرّشج ػٍٝ اٌّعاي    إرا وأد اٌذاٌح      

ذؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ    .   فئْ اٌذاٌح      فٟ   

  ∫  ( )  
 

تّا أْ اٌذاٌح ِغرّشج ٚأْ    انثرهان .    

ذؽ١ٍ١ٍح ِٚٓ     ( ) ٚ٘زا ٠ؤدٞ أْ اٌذاٌح    ٌىً         ( )   ( ) ٚ٘زا ٠ؼٕٟ    داخً    ٌٙا أطً ِشرمح       إرْ  

أ٠ؼاً ذؽ١ٍ١ٍح     إٌظش٠ح اٌغاتمح فئْ ( )  

ذؽ١ٍ١ٍح .   إرْ ( ) 

 

 

 

 

 

 

 

Cauchy Inequality   ٍ(وظرَح ) مرراجحح كىش  

  | ( )| ٚتالإذعاٖ اٌّٛظة فئرا واْ     ِٚشوض٘ا     ٔظف لطش٘ا      ذؽ١ٍ١ٍح داخً ٚػٍٝ اٌذائشج      ٌرىٓ اٌذاٌح  

ػذد ؼم١مٟ ِٛظة فئْ     ٌىً        

|  (  )|  
   

  
               

 اٌثش٘اْ .  ِٓ إٌظش٠ح اٌغاتمح ٌذ٠ٕا

  ( )  
  

   
∫

 ( )

(   )   
  

  

 

ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا    |   | ٚأْ      ذمغ ػٍٝ اٌىأرٛس      ٌىً    | ( )|  ٚتّا اْ   

|  ( )|  
  

  
 

 

    
∫|  | 

|  ( )|  
  

  
 

 

    
    

   

  
 

 ٚا٢ْ عٛف ٔثش٘ٓ إٌر١عح ا٢ذ١ح.
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داٌح شاترح .    و١ٍح ِٚم١ذج فئْ     إرا وأد اٌذاٌح     .  (Liouvill's Theorem(  وظرَح  نُىفُم 

ٚتٛاعطح ِرشاظؽح وٛشٟ فٟ ؼاٌح    ػٍٝ اٌّغرٛٞ  اٌؼمذٞ    داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ِٚم١ذج تؼذد ؼم١مٟ ِٛظة      ٌرىٓ انثرهان .     

ٌٚىً         ٌىً       |  ( )|  
 

 
ٔغرٕرط أْ         

داٌح شاترح.   ٚ٘زا ٠ؤدٞ     ٌىً        ( ) ٌزٌه عٕعذ أْ        ٌٕذع    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

فئْ      |    | اٌرٟ ذؽٛٞ ػٍٝ اٌذائشج     ذؽ١ٍ١ٍح داخً ِٕطمح تغ١طح الإذظاي     .  ٌرىٓ اٌذاٌح  وظرَح   

 (  )  
 

   
∫  (       )

  

 

   

ذأخز اٌشىً ا٢ذٟ     اٌثش٘اْ .  اٌّؼادٌح اٌٛع١ط١ح ٌٍذائشج   

 ( )                         

 ٌىً         ط١غح وٛشٟ اٌرىا١ٍِح ٔؽظً ػٍٝ ٚتئعرخذاَ   

 (  )  
 

   
∫

 (       )       

    

  

 

 
 

   
∫  (       )

  

 

   

 ٚا٢ْ ٔؼٛد غٍٝ ٔظش٠رٕا الأعاع١ح ٌثشٕ٘رٙا

     |    | فئرا واْ     ٌىً       | ( )|  | (  )| تؽ١س أْ    فٟ      تش٘اْ إٌظش٠ح .  ٌٕفشع أٔٗ ٠ٛظذ   

ج داخً أٞ دائشج ِٛظٛد ,  فئْ ٌىً          
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( )                    | (  )|  |
 

  
∫  (       )  

  

 

|  
 

  
∫ | (       )|  

  

 

 

فئْ    ٚ٘زا ٠ؼط١ٕا تأْ ٌىً        داٌح ؼم١م١ح تّرغ١ش ؼم١مٟ    | ( )|  ٌىٓ ِٓ اٌٛاػػ أْ |(       ) | 

( )                    
 

  
∫ | (       )|  

  

 

 
 

  
∫ | (  )|  

  

 

 | (  )|                

(  فئْ 5( , )4ٚتاٌّماسٔح ت١ٓ )  

| (  )|  
 

  
∫ | (       )|  

  

 

 

 ِٚٓ اٌّّىٓ وراترٙا تاٌظ١غح 

∫ | (  )|  | (       )|  

  

 

   

 ٚتّا أْ اٌذٚاي ؼم١م١ح ِٚٓ ِؼٍِٛاذٕا فٟ اٌرفاػً ٚاٌرىاًِ ٌٍذٚاي اٌؽم١م١ح  

فترة وٌساوي صفر فإن الدالة ٌجب أن تكون دالة صفرٌة وعلٌه نستنتج أن لكل إن تكامل الدالة غٌر السالبة المستمرة على  

فإن            ،       

| (  )|  | (       )| 

 فئرا واْ ِم١اط اٌذاٌح اٌرؽ١ٍ١ٍح شاتراً فٙزا ٠ؤدٞ إٌٝ إْ اٌذاٌح شاترح.

فئْ        |    | فٟ اٌمشص       ٌٚزٌه ٌىً  

                     ( )                                       ( )   (  )                            

إٌٝ ؼذٚد     ٟ٘ ألً ِغافح ِٓ    ٌٚرىٓ          , ٠شتؾ ت١ٓ     وأرٛس فٟ     ١ٌٚىٓ     ٔمطح ػشٛائ١ح فٟ     ا٢ْ ٌرىٓ  

 ٌزٌه ع١ىْٛ ٌذ٠ٕا

|       |    

 ؼ١س 

ٌىً                      |    |                                            

ٌٍمشص        ٠ؽرٛٞ ػٍٝ اٌّشوض       ٚرٌه لأْ     وّا ِٛػػ تاٌشىً ٚٔلاؼع أْ        ٚػٍٝ      ِؽرٛاج فٟ  

ٚتٙزا ٠ؤدٞ إٌٝ أْ    أ٠ؼاً ٌٙا ل١ّح ػظّٝ ػٕذ     | ( )| ٕٚ٘ا    (  )   (  ) ( ٔعذ أْ 6ِٚٓ اٌّؼادٌح )  

 ( )   (  )   (  ) 

 ٚترىشاس ٘زٖ اٌؼ١ٍّح ٔعذ إْ ٌٚىً         

 ( )   (    )   (  ) 

 ٚػ١ٍٗ ٔغرٕرط أْ 

 ( )   ( ) 

ٚ٘زا ِرٕالغ ِغ اٌفشع ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ    داٌح شاترح فٟ      ٌزٌه ذىْٛ  

 

. 

 

. 
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Maximum Value Theorem وظرَح انقُمح انعظمً       

تؽ١س  فٟ    إٞ أٔٗ لا ذٛظذ     ١ٌظ ٌٙا ل١ّح ػظّٝ فٟ    | ( )| فئْ   ذؽ١ٍ١ٍح ١ٌٚغد شاترح فٟ اٌّعاي      إرا وأد اٌذاٌح  

|( ) |  ٌىً        إْ |(  ) | 

 

فٟ إٌّطمح اٌّرظٍح      ( ) ؼ١س         | ( )| ظذ اٌم١ّح اٌؼظّٝ ٌٍذاٌح   :مثال  

  0         
 

 
         1 

١ٌغد شاترح تً ذأخز ل١ّح   | ( )| ٚرٌه لأْ اٌذاٌح   ِٓ اٌٛاػػ أْ اٌذاٌح لا ذأخز ل١ّح ػظّٝ ػٍٝ إٌماؽ داخً انحم .     

 ػظّٝ ػٍٝ إؼذٜ إٌماؽ اٌؽذٚد٠ح ٌٍّٕطمح   

 تّا أْ 

|    |                          

 فئْ                                                                    |    |

           ٟ٘ٚ   
 

 
 ٌزٌه ذىْٛ اٌم١ّح اٌؼظّٝ  

 

 

 

 

. 
. 

 

. 

 
. 

 
𝑧  

𝑧  

𝑧  

 
𝑧𝑛   

 

𝑧𝑛   

 

𝑧𝑛  𝔃 

 𝐶 

Homeork 
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 التالً احسب التكامل -0

∫  ̅  
 

 وباتجاه عكس عقرب الساعة | |  هو الدائرة   Cحٌث  

 

∫احسب التكامل  -2 |  |  
 

( )   حٌث           لكل        

 

∫احسب التكامل الاتً  -3
  

√  
| |هو قوس الدائرة   Cحٌث    الواقع فً نصف المستوي العلوي .   

 

 

 لها معادلة وسٌطٌة هً Cولتكن الدائرة    ومركزها  Rدالة مستمرة على دائرة نصف قطرها   لتكن  -4

    ( )  ، اثبت ان        حٌث          

              ∫  ( )     ∫  (       )     
  

  
  

  

∫|اثثبت ان  -5
   

    
  

 
|  

   

 
| |   حٌث       

 

 
 

 

( ) لتكن  -6 ∫كٌف تجعل قٌمة التكامل الاتً ٌساوي صفرا  (   )      ( )   
 

 

∫احسب قٌمة التكامل الاتً  -7
   

      
 حٌث  

|   |   -ا |   |   -ب          

 

| |دالة تحلٌلٌة داخل   لتكن  -8 |( ) |وان     |   |على الدائرة  zلكل قٌم       .جد  

 |( )  | -ب         |( )  | -ا      

 

|( ) |دالة كلٌة حٌث   لتكن  -9  دالة ثابتة.  . اثبت ان  zلكل قٌم    
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Sequence   المتتابعات  

 

إرا ذؽمك اٌششؽ ا٢ذٟ :   ِرماستح ٌٍؼذد     〈  〉 ذىْٛ اٌّرراتؼح   ذعرَف .  

ٚإرا ٌُ    ٚذىرة تاٌشىً              |     | ٌىً       تؽ١س أْ      ٌىً      ٠ٛظذ ػذد ؽث١ؼٟ   

 ذىٓ ِرماستح فئٔٙا ِرثاػذج.

 

فئْ اٌّرراتؼح ذىْٛ ِرثاػذج.   | | ِرراتؼح ِرماستح أِا فٟ ؼاٌح     | | ؼ١س     〈  〉  〈  〉 ذىْٛ اٌّرراتؼح    :مثال  

 

        
  

 
إشثد أْ    :2مثال    

    ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا ٌىً        , 
 

 
ٔخراس ,   ٌرىٓ انحم .       

|
  

 
  |  |

  

 
|  

| | 

 
 

 

 
 

 

  
   

 

فئْ    ٌرىٓ    . وظرَح            (       )          

   
   

         
   

     إرا ٚفمؾ إرا واْ      
   

     

تؽ١س اْ    ٠ٛظذ ؽث١ؼٟ      ٌزٌه ٌىً       ٔفشع اٚلاً أْ    انثرهان .            

|(      )  (    )|                 

 ٌٚىٓ 

|    |  |(    )   (    )|  |(      )  (    )|  

|    |  |(    )   (    )|  |(      )  (    )| 

 ٚ٘زا ٠ؤدٞ إٌٝ أْ 

|    |      |    |              

اػذادؽث١ؼ١ح تؽ١س أْ   فئٔٗ ٠ٛظذ           ٌٚثشٕ٘ح الإذعاٖ ا٢خش ٌٕفشع أْ اٌششؽ اٌصأٟ ٠رؽمك ٌزٌه ٔفشع أْ    

|    |  
 

 
           

|    |  
 

 
                                                                         ٚ 

فئْ     ١ٌىٓ +     *      

|(      )  (    )|  |(    )   (    )|  |    |  |    | 

 ٚػ١ٍٗ ٔغرٕرط أْ 

|    |  
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فئْ اٌظ١غح ا٢ذ١ح دائّا طؽ١ؽح  1-5ِٓ خلاي إٌظش٠ح   

                        

 

ِرماستح.    〈  〉  〈
   (   )

   
〉 إشثد أْ      :مثال  

ٌٕؼ١ذ وراتح اٌّرراتؼح انحم .    

   
 

   
  

   

   
 

 ٌزٌه

   
   

      
   

 

   
    

   
 
   

   
 

                           

 

 z =2+i  ٌِٝرماستٗ ا.〈  〉  〈
    

 
  

   

 
〉 إشثد أْ      :مثال  

 

 انحم:

 

k ٌرىٓ   ٠عة اْ ٔعذ    

تؽ١س   N   ٌٝذٕرّٟ ا    

|    |           
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Series  المتسلسلات  

ِرراتؼح ػمذ٠ح ػٕذئزٍ ٠غّٝ اٌّعّٛع    〈  〉 ٌرىٓ .  ذعرَف  

          

.∑   
 
 تّرغٍغٍح ػمذ٠ح لأٙائ١ح ٚٔشِض ٌٙا تاٌشِض    

ِرثاػذج فئْ    〈  〉 ِرماستح أِا إرا وأد    فئْ اٌّرغٍغٍح    ∑ ِرماستح فٟ      فئرا وأد ِررا١ٌح اٌّعا١ِغ اٌعضئ١ح 〈  〉

ِرثاػذج.    اٌّرغٍغٍح   ∑

 

إتؽس فٟ ذماسب اٌّرغٍغٍح   :مثال  

∑  

 

   

 

أٚلاً ٔعذ ِرراتؼح اٌّعا١ِغ اٌعضئ١ح   انحم .  

                 

غ١ش أْ     ٔؼشب اٌطشف١ٓ تـ  

                            

 تاٌطشغ ٔؽظً ػٍٝ 

                

  (   )         

                                                                      
    

   
 

 

   
 

  

   
ْإر                                                 

 ٚا٢ْ ٔأخز اٌغا٠ح ٌٍطشف١ٓ ف١ىْٛ ٌذ٠ٕا 

   
   

      
   

 

   
    

   

  

   
 

فئْ   | |  ٚػٕذِا   

   
   

   
 

   
   

 

   
 

 إرْ اٌّرغٍغٍح ِرماستح ِٚعّٛػٙا ٘ٛ

∑  

 

   

 
 

   
                   | |    
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فئْ    ٌٚرىٓ           ٌرىٓ   وظرَح.             (       )  

∑  

 

   

   

∑   
 
       ∑   

 
 إرا ٚفمؾ إرا واْ      

 

ؼ١س    ٌرىٓ   انثرهان .           

   ∑  

 

   

      ∑  

 

   

 

 ٌزٌه ٠ىْٛ 

∑  

 

   

   

 ِرؽممح إرا ٚفمؾ إرا واْ 

   
   

     

( ٔعذ أْ 1-5ٚتٛاعطح إٌظش٠ح )                         

ِعا١ِغ ظضئ١ح ٌٍّرغٍغٍراْ    , تّا أْ ٌٚثشٕ٘ح الإذعاٖ ا٢خش          

∑  

 

   

   ∑   

 

   

 

 ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ.

 

∑(      )

 

   

 ∑   

 

   

  ∑  

 

   

 

( أ2ْ-5ٔلاؼع ِٓ إٌظش٠ح )  

 

 ػٕذِا ذىْٛ اٌّرغٍغٍراْ فٟ اٌطشف الأ٠ّٓ ِرماستح.

 

 

: ٔالش ذماسب اٌّرغٍغٍٗمثال  

∑
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 اٌؽً: اْ اٌّعّٛع اٌعضئٟ ٌٍّرغٍغٍٗ
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.Ratio Test    إخـــرثار انىــضــثح  

ِرراتؼح ِؼمذج تؽ١س أْ    ٌرىٓ 〈  〉

     
   

|
    

  
| 

ػذد ؼم١مٟ ِٛظة فئْ     ؼ١س  

∑   ِرماستح إرا وأد         
 
       -أ       

∑   ِرثاػذج إرا وأد         
 
       -ب       

الإخرثاس ٠فشً إرا وأد       -ج              

 

 

 

أدسط ذماسب اٌّرغٍغلاخ الاذ١ح   :مثال  

∑
(   ) 

   

 

   

    ∑
( ) 

  (    ) 

 

   

  ∑
( ) 

  ( ) 

 

   

  

ٔعشٞ إخرثاس إٌغة انحم .    

     
   

|
    

  
|     

   
|
(   )   

   
 

   

(   ) 
| 

    
   

(
   

   
|   |)  |   |  √    

اٌّرغٍغٍح ِرثاػذج.إرْ   

ا٠ؼا ٔعشٞ اخرثاس إٌغة ػٍٝ اٌّرغٍغٍح اٌصا١ٔح ف١ىْٛ ٌذ٠ٕا       

     
   

|
    

  
|     

   
|

(   )   

(   )  (    ) (    )
 
  (    ) 

( ) 
| 

    
   

4
(   ) 

( ) 
|

 

(    )
|5  

 

(√( )   )
   

P=1 اِا اٌّرغٍغٍح الاخ١شٖ فاْ ٘زا الاخرثاس ع١فشً لاْ ل١ّح   
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Comparison Test إخــرثار انمقاروــح   

فئْ اٌّرغٍغٍح  ٌىً            |  | ػذد ؼم١مٟ ِٛظة ( ِرماستح ٚوأد      ِرغٍغٍح ِؼمذج ؼ١س )       ٌرىٓ   ∑

ِرماستح.   ∑   
 
 اٌؼمذ٠ح     

 

إدسط ذماسب ٚذثاػذ اٌّرغٍغٍح   :مثال  

∑
(  )   √ 

   

 

   

 

 انحم .  

  

∑
(  )   √ 

   

 

   

 ∑
(  ) 

   

 

   

  ∑
√ 

   

 

   

 

ِرماستح ؼغة اخرثاس ١ٌثٕرض   ∑
(  ) 

   
 
 اٌّرغٍغٍح اٌّرٕاٚتح    

فئْ     ∑
 

√ 
 
فئٕٔا ٔماسٔٙا ِغ        ∑ √ 

   
 
 أِا تإٌغثح ٌٍّرغٍغٍح    

   

 

√ 

√ 
   

 

 إرْ اٌّرغٍغٍراْ ِٓ ٔٛع ٚاؼذ أِا ِرماستر١ٓ اٚ ِرثاػذذ١ٓ 

ِرثاػذج ٚػ١ٍٗ فئْ اٌّرغٍغٍح     ∑ √ 

   
 
ِرثاػذج ٌزٌه ٠ىْٛ        ∑

 

√ 
 
 ٚتّا أْ     

∑
(  )   √ 

   

 

   

 

 ِرثاػذج أ٠ؼاً.

 

ِرماستح   اٌّشرشنِرراتؼح ِٓ اٌذٚاي  اٌؼمذ٠ح ِؼشفح ػٍٝ اٌّعاي     . ٔمٛي أْ اٌّرراتؼح 〈( )  〉 〈  ( )〉 ٌرىٓ . ذعرَف  

( تؽ١س أْ   ) ٠ؼرّذ ػٍٝ      ٠ٛظذ ػذد ؼم١مٟ ِٛظة     إرا واْ ٌىً         ِٛػؼ١اً ِٓ اٌذاٌح  ( ) 

|  ( )   ( )|           

ِرماستح ِٛػؼ١اً    〈  ( )〉 إرا وأد اٌّرراتؼح    ِرماستح ِٛػؼ١ا ً ِٓ اٌذاٌح     ∑   
 
 تالإػافح إٌٝ رٌه فئْ اٌّرغٍغٍح     

 .    ∑   
 
ٚأْ        ِٓ اٌذاٌح   
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٠ٛظذ ػذد   إرا واْ ٌىً        ( ) ٌٍذاٌح    ِرماستح تأرظاَ ػٍٝ اٌّعاي اٌّشرشن     〈  ( )〉 .ذىْٛ اٌّرراتؼح ذعرَف  

فئْ    فمؾ تؽ١س أْ ٌىً      ٠ؼرّذ ػٍٝ     ؼم١مٟ ِٛظة ( ) 

|  ( )   ( )|           

ِرماستح تأرظاَ ػٍٝ   .  〈  ( )〉 إرا واْ     ِرماستح تأرظاَ ػٍٝ اٌّعاي اٌّشرشن      ٚوزٌه ذىْٛ اٌّرغٍغٍح   ∑

 

تأرظاَ     ( ) فئرا وأد اٌّرراتؼح ِرماستح ِٓ اٌذاٌح    ِرراتؼح ِٓ اٌذٚاي اٌؼمذ٠ح اٌّغرّشج ػٍٝ    〈  ( )〉 ٌرىٓ وظرَح.    

ِغرّشج ػٍٝ   .     فئْ ( ) 

فئْ    ٌٚىً        ( ) ٠ٛظذ      فئْ ٌىً        ( ) ِرماستح تأرظاَ ِٓ    〈  ( )〉 تّا أْ   انثرهان .  

|  ( )   ( )|  
 

 
        

فئرا واْ    ٠ٛظذ       داٌح ِغرّشج ػٍٝ      فئْ ٌىً       ٚتّا أْ  ( )  

|    |    |  ( )    (  )|  
 

 
         

فئْ     ٚػ١ٍٗ ٌىً     

| ( )   (  )|  |  ( )   ( )|  |  (  )   ( )|  |  (  )   (  )| 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
   

ِغرّشج.    ٌزٌه ذىْٛ  

 

وأرٛس تغ١ؾ    ١ٌٚىٓ     ( ) اٌّرماستح تأرظاَ ِٓ   ِرراتؼح ِٓ اٌذٚاي اٌؼمذ٠ح اٌّؼشفح ػٍٝ     *  ( )+ ٌرىٓ  وظرَح .  

فئْ     ٠مغ فٟ  

   
   

∫   ( )  

 

 ∫  ( )  

 

 

 

٠ىْٛ ٌذ٠ٕا ٌٚىً         *  ( )+ ِٓ اٌرماسب إٌّرظُ ٌٍّرراتؼح انثرهان .    

|  ( )   ( )|  
 

 
        

                                               |∫   ( )  

 

 ∫  ( )  

 

|  |∫(  ( )   ( ))  

 

|                      ِٕٗٚ 

                                                                                            
 

 ( )
 ( )  ( ؼغة ِرشاظؽح   )            

ؽٛي اٌىأرٛس    .    ؼ١س ( ) 

 

داٌح ذؽ١ٍ١ٍح  ( ) ػٕذئزٍ ٠ىْٛ ( )  اٌّرماستح تأرظاَ ِٓ    ِرراتؼح ِٓ اٌذٚاي اٌرؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ    *  ( )+ ٌرىٓ .  وظرَح   

 ػٍٝ  .
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ػٕذ   وأرٛس )ِٕؽٕٟ تغ١ؾ ِغٍك( ٠مغ فٟ    ١ٌىٓ   انثرهان .   

∫  ( )  

 

    
   

∫  ( )     

ذؽ١ٍ١ٍح ؼغة ِثشٕ٘ح ِٛس٠شا.     ( ) ذؽ١ٍ١ٍح ٌٚزٌه ذىْٛ     ؼغة ِثشٕ٘ح وٛشٟ ٚرٌه لأْ ( )  

 

(M-Test) إخرثار فراشرراس     

ذؽمك     ِرغٍغٍح دٚاي ِؼمذج فٟ اٌّعاي اٌّشرشن     ∑   ( )
 
 ٌرىٓ اٌّرغٍغٍح اٌلأٙائ١ح     

ػٕذئزٍ ذىــــْٛ     ِرغٍغٍح ؼم١م١ح ِٛظثح ِرماستح ٌٍؼذد     ؼ١س     ∑ ٌىً       |  ( )|                

ِرماستح تأرظاَ.   ∑  ( )  

 

إتؽس فٟ ذماسب اٌّرغٍغٍح ا٢ذ١ح  :مثال  

∑
  

  
 

 ؼ١س (   )   

فئْ          (   ) ٔلاؼع  أٔٗ ٌٚىً انحم .    

|
  

  
|  

| | 

  
 

 

  
 

ِرماستح     ∑
 

  
 
ٚتّا اْ            

 

  
 ٌرىٓ 

   

ِرماستح تأرظاَ.   ∑
  

  
( فئْ    M-Test  (إرْ ؼغة 

 

إتؽس فٟ ذماسب اٌّرغٍغٍح   :مثال  

∑
    | |

 (   )

 

   

 

M-Test(  فئْ ف١شاعرشاط )ؼغة انحم .    

|
     

 (   )
|  

 

 (   )
               

ِرماستح ٌزٌه ذىْٛ اٌّرغٍغٍح ِرماستح تأرظاَ.   ∑
 

 (   )
 
 ٚتّا أْ    
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 انواع المتسلسلات 
 

 Power Series   .  1- مرضهضهح انقىي   

ِؼاِلاخ ذٕرّٟ إٌــــٝ      ٟ٘ ِرغٍغٍح ػمذ٠ح غ١ش ِٕر١ٙح ٚذغّٝ ِرغٍغٍح اٌمٜٛ ؼ١س      ∑   (   )  
 اٌّرغٍغٍح     

٘ٛ ٠غّٝ ِشوض ِرغٍغٍح اٌمٜٛ ٚأ٠ؼاً ػذد ِؼمذ ٚذؽذد ِٕاؽك الإلرشاب ٌّرغٍغٍح اٌمٜٛ تالإػرّاد ػٍٝ    الأػذاد  اٌؼمذ٠ح ٚ  

ّح ٌٚذساعح ٘زا إٌٛع ِٓ اٌّرغٍغلاخ ٠عة أْ ٔؼشف وـ١ف ِؼاِلاذٙا ٚذؼرثش ؼاٌح خاطح ِٓ ِرغٍغٍح اٌذٚاي الأعاع١ح اٌّٙ  

ٔؽغـــة ٔظف لطش اٌرماسب ِٚٓ خلاٌٗ ٔرّىٓ ِٓ ؼغاب اٌّشرماخ ٚاٌرىاِــــلاخ ؼذ تؼذ ؼذ ِٚٓ اٌٛاػـــػ أ٠ؼاً أٔٗ ٌىً 

ِٚرثاػــــذج فٟ ؼاٌـــــح    |   | ٚذىْٛ اٌّرغٍغٍح ِرماستح ِطٍماً إرا واْ       ِرغٍغٍح لٜٛ ٠ٛظذ ػذد ؼم١مٟ ِٛظة  

فئْ فٟ ٘زٖ اٌؽاٌح اٌّرغٍغٍـــح أِا ذىْٛ ِرماستح أٚ ذىــــْٛ ِرثاػذج ٚاْ      |   | |   |,  أِا فٟ ؼاٌح       

فئْ        ٠غّٝ ٔظف لطش اٌرماسب ٠ٚعة أْ ٠ىْٛ ٚؼ١ذ فئرا وأد اٌّرغٍغٍح ِرماستح فمؾ ػٕذِا         

ِرماستح فٟ وً ٔماؽ  اٌّغرٛٞ اٌؼمذٞ فئْ  أِا إرا وأد   .  

تاٌمأْٛ ا٢ذٟ :    ٠ٚؼطٝ ٔظف لطش اٌرماسب  

     ؼ١س
 

 
 

             فٟ ؼاٌح ٚظٛد اٌغا٠ح
   

|
    

  
|     (1 

             فٟ ؼاٌح ٚظٛد اٌغا٠ح
   

√|  |
 

     (  

             ٘زٖ اٌغا٠ح دائّاً  ِٛظٛدج
   

   √|  |
 

     (  

 

ظذ ٔظف لطش اٌرماسب ٌٍّرغٍغٍح   :مثال  

∑
    

   

 

   

 

ٔعذ إٌغثح ا٢ذ١ح   انحم .  
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|
    

  
|  |

   

   
| 

 ٌزٌه فئْ 

       ٚػ١ٍٗ فئْ       
   

|
    

  
|     

   
|
   

   
|    

 

ظذ ٔظف لطش اٌرماسب ٌٍّرغٍغٍح   مثال .  

∑
(   ) 

(   ) 

 

   

 

|  |
 

ٔعذ ل١ّح انحم .          

ٌزٌه تاعرخذاَ إخرثاس اٌعزس فئْ ٔظف لطش اٌرماسب         ػٕذِا        (   )  ٚ٘زا ٠ؤدٞ إٌٝ أْ   

 .  ٚ٘زا ٠ؼٕٟ أٔٙا ِرماستح فمؾ ػٕذِا     

 

ظذ ٔظف لطش اٌرماسب ٌٍّرغٍغٍح   :مثال  

∑(
      

   
)
  

   

 

)تاعرخذاَ اخرثاس اٌعزس( ٌزٌه فئْ     .   ِٓ اٌٛاػػ أْ اٌّرغٍغٍح ِرماستح ٌىً ٔماؽ اٌّغرٛٞ انحم .     

 

:  ظذ ٔظف لطش اٌرماسب ٌٍّرغٍغٍح مثال  

∑(  (  ) ) (   ) 
 

   

 

 اٌؽً .  ٔلاؼع أْ   ( (  )  )   

فشدٞ    فٟ ؼاٌح           ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا       (   )   

صٚظٟ    فٟ ؼاٌح           ٚ وزٌه                 (   )   

 ٚفٟ ٘زٖ اٌؽاٌح لا٠ّىٓ ؼغاب اٌغا٠ح الإػر١اد٠ح ٌٚىٓ ٠عة أْ ٔؽغة اٌغا٠ح اٌؼ١ٍا ؼ١س 

   
   

   √|  |
 

    
   

   √   
   

  |   |  
 

 
ٚاٌّرغٍغٍح ِرماستح فٟ اٌمشص      

 

 
 ٌزٌه  

 

اٌّّٙح اٌرا١ٌح ٚتذْٚ تش٘اْ .ا٢ْ عٕىرفٟ تئػطاء إٌظش٠ح   

 

ٔظف لطش اٌرماسب ٌّرغٍغٍح اٌمٜٛ فأْ       ٌرىٓ .    وظرَح   

ٚٔظف لطش٘ا        ِشوض٘ا      ذؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ دائشج      ( )  ∑   (   )  
   .أ     

فئْ     داٌح ِغرّشج ػٍٝ      ( )    ٚ أٞ وٕرٛس داخً اٌذائشج      إرا واْ     .ب   
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∫  ( ) ( )  

 

 ∫  ( )∑  (   ) 
 

   

  

 

 

                           ∑  ∫  ( )(   )   

 

 

   

 

فئْ     ( ) ٚإرا واْ           

∫ ∑  (   ) 
 

   

  

 

 ∑  ∫(   )   

 

 

   

 

                                                ( )  
 

  
∑  (   ) 
 

   

 ∑   (   )   

 

   

 ض                              

 ٚٔظف لطش اٌرماسب ٌٍّشرمح ٘ٛ أ٠ؼاً  .

 

 

أٞ أْ     ( )  
 

   
ِرماستح ٌٍذاٌح     ∑    

فئْ اٌّرغٍغٍح         | | إرا وأد وظرَح.       

∑   

 

   

               
 

   
 

فئْ اٌّرغٍغٍح ِرثاػذج.   | |  أِا إرا وأد   

ٌزٌه ٠عة أْ ٔثش٘ٓ أْ    | | ٔفشع أْ انثرهان .       

   
   

   
 

   
 

 ؼ١س                                                                                                       ( )  

ٔؽظً ػٍٝ     ٔؼشب اٌطشف١ٓ تاٌؼذد  

( )                                                                         

( ٠ٕرط   1( ِٓ )2تطشغ )       (   )  

                                                                                               
 

   
 

  

   
 ٌزٌه                                       

     
   

فئْ        | |  ٚتّا أْ     

   
 

   
 ٌزٌه 

ِرثاػذج.        ٚػ١ٍٗ     ∑
   

|  | فّٓ اٌٛاػػ أْ      | |  أِا إرا وأد   

 

إشثد أْ    :مثال  
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∑
(   ) 

  
    

 

    

 

ٌزٌه ٠ّىٓ ذّص١ٍٗ ٘زٖ اٌّرغٍغٍح تّرغٍغٍح اٌمٜٛ ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ       | |  
√ 

 
ٌزٌه ٠ىْٛ         

   

 
ٌرىٓ  انحم .     

 اٌّعّٛع

 

  
   
 

 
 

     
 

 

   
     

ظذ ذّص١ً ٌّرغٍغٍح اٌمٜٛ ٌٍذاٌح    :مثال  

 ( )  
 

(   ) 
 

فئْ     
 

   
تئ٠عاد اٌّشرمح ٌٍذاٌح انحم .    

 

  
(

 

   
)  

 

(   ) 
 

 ٌزٌه

 ( )  
 

  
(

 

   
) 

                                    
 

  
(∑  

 

   

)  ∑     

 

   

 

  .
 

   
٠ّىٓ ذّص١ٍٙا تّرغٍغٍح اٌمٜٛ ِٓ خلاي ؼغاب اٌّشرمح ٌٍّرغٍغٍح إٌٙذع١ح    ٚ٘زا ٠ؼط١ٕا تأْ اٌذاٌح      

 

 

 

 
 

 .Taylor Series  2- مرضهضهح ذاَهىر              

 فٟ ٘زا اٌّعاي عٛف ٔثش٘ٓ ٔظش٠ح ذا٠ٍٛس اٌرٟ ذؼطٟ ذّص١لاً )ذٛع١ؼاً( ٌٍذاٌح اٌرؽ١ٍ١ٍح ِٓ خلاي ِرغٍغٍح اٌمٜٛ غ١ش إٌّر١ٙح 

 ٌٚىً ٔمطح ِٓ ٔماؽ اٌذاٌح اٌرؽ١ٍ١ٍح.

 

 

 

.Taylor Theorem ) وظرَح ) وظرَح ذاَهىر 

٠ّىــــــٓ    فئْ    |   | ٚٔظف لطش٘ا        أٞ أْ   اٌرٟ ِشوض٘ا     ذؽ١ٍ١ٍح داخً اٌذائشج    إرا وأد اٌذاٌح ( ) 

  ذّص١ٍٙا تاٌّرغٍغٍح 
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 ( )   ( )  
  ( )

  
(   )  

   ( )

  
(   )    

 ∑
  ( )

  
(   ) 

 

   

                                    

ٚذغّٝ ٘زٖ اٌّرغٍغٍح تّرغٍغٍح ذا٠ٍٛس   |   | ٚاٌّرماستح تأرظاَ ػٍٝ       داخً اٌذائشج      اٌّرماستح ٌىً ٔماؽ   

ؼٛي إٌمطح   .    ٌٍذاٌح ( ) 

ِٓ اٌٛاػػ أْ            |   | أٞ أْ   ٟ٘ اٌّغافح ت١ٓ      ٌٚرىٓ     ذمغ داخً اٌذائشج      

 .  

 

ٚذىرة تاٌشىً      ( ) تّرغٍغٍح ِاوٍٛس٠ٓ ٌٍذاٌح     ذغّٝ اٌّرغٍغٍح ؼٛي إٌمطح   ملاحظـــــــح:     

 ( )  ∑
  ( )

  
  

 

   

 

 ٟٚ٘ ؼاٌح خاطح ِٓ ِرغٍغٍح ذا٠ٍٛس.

هنا المعادلة اكتب   

 

  |   | ( ) ػٕذ وً إٌماؽ اٌذاخ١ٍح ٌٍذائشج    ِرماستح ٌٍذاٌح   ∑   (   )  
إرا وأد اٌّرغٍغٍح وظرَح .      

فٟ اٌمٜٛ       .    فأٙا ذىْٛ ِرغٍغٍح ذا٠ٍٛس اٌّٛعؼح ٌٍذاٌح   

  

  |   | ؼ١س         ( )  ∑   (   )  
ٌرىٓ انثرهان .        

داخً اٌّعّٛع أٞ أْ     ؼغة فشػ١ح إٌظش٠ح دػٕا ٔغرخذَ اٌذ١ًٌ  

  

|   | ؼ١س         ( )  ∑   (   )  
    

 

 ِٓ اٌّؼشٚف ٌذ٠ٕا ٚؼغة دساعرٕا اٌغاتمح فٟ ٘زا اٌّٛػٛع فئْ 

∫  ( ) ( )  

 

 ∑   ∫  ( )(   )   

 

 

   

 

أٞ داٌح ِٓ اٌذٚاي    ؼ١س ( ) 

 ( )  
 

   
 

 

(   )   
     (         ) 

ٚٔظف لطش٘ا ألً ِٓ    .   دائشج ِشوض٘ا إٌمطح        ٚ 

 ِٚٓ ط١غح وٛشٟ اٌرىا١ٍِح ٔعذ أْ 

∫  ( ) ( )  

 

 
 

   
∫

 ( )  

(   )   

 

 
  ( )
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 إرْ

∫  ( )(   )   

 

 
 

   
∫

 ( )  

(   )     

 

 2
               
               

 

 ِٚٓ اٌٛاػػ أْ 

∑   ∫  ( )(   )   

 

 

   

    

 ٚ٘زا ٠ٕرط ٌٕا

  (  )

  
    

 ٚ٘زٖ ٟ٘ ِرغٍغٍح ذا٠ٍٛس ػٕذ إٌمطح    

 

 

 ( ) ظذ ِرغٍغٍح ِاوٍٛس٠ٓ ٌٍذاٌح  .   مثال     

 

     ( )              ( )  انحم .                                            

                       ( )       ( )       

                      

                   ( )       ( )    

 ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

 ( )  ∑
  

  

 

   

  

 

: 22 مثال  
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Laurent series 3-  مرضهضهح نىراود  

 

∑ذغّٝ      (   )  
أػذاد ِؼمذج ٌىً              . اٌّرغٍغٍـــــــح غ١شإٌّر١ٙح      ٌرىٓ  .ذعرَف    

 ِرغٍغٍح ٌٛسأد ٚذؼشف وا٢ذٟ:

∑   (   ) 
 

    

 ∑   (   )  

 

   

 ∑  (   ) 
 

   

 

اٌّرغٍغٍح تاٌطشف الأ٠ّٓ ذىْٛ ِرماستح .تششؽ   

 

٠ّىٓ ذّص١ٍٙا تّرغٍغٍح ٌٛسأد    ( ) فئْ       |    | ذؽ١ٍ١ٍح فٟ اٌّعاي اٌؽٍمٟ         ( ) ٌرىٓ وظرَح.    

 ( )  ∑  (   ) 
 

   

 ∑
  

(   ) 

 

   

 

 ؼ١س 

   
 

   
∫

 ( )

(   )   

 

                 

 

   
 

   
∫ ( )(   )   

 

                 

٠مغ داخً اٌّعاي اٌؽٍمٟ أػلاٖ .   وأرٛس ِغٍك تغ١ؾ تالإذعاٖ اٌّٛظة ؼٛي إٌمطح       ٚ  

 

 اٌّعّٛع اٌصأٟ ٌّرغٍغٍح ٌٛسأد ٠غّٝ اٌعضء الأعاعٟ ٌٍّرغٍغٍح.

ذمغ خاسض   ٕمطح  وٕرٛساْ ِغٍماْ تغ١طاْ ٚتالإذعاٖ اٌّٛظة ٠ٚمؼاْ داخً اٌّعاي اٌؽٍمٟ ٚأْ اٌ    ٔفشع انثرهان .         

وّا فٟ اٌشىً        ٚداخً    

 

 

 

 

 

 

 

                                  

. 𝑎 
𝛾  𝜸𝟏 

. 𝑧 
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 ٚتاعرخذاَ ط١غح وٛشٟ اٌرىا١ٍِح

 ( )  
 

   
*∫

 ( )

   
  

  

 ∫
 ( )

   
  

  

+ 

  , |
   

   
|      ,  ٌىً     

 

   
 

 

   
∑ (

   

   
)
 

 

   

 

 ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

 

   
∫

 ( )

   
  

   
 

   
∫ ( )∑

(   ) 

(   )   

 

     

   

                                          ∑(
 

   
∫

 ( )

(   )   

 

  ) (   ) 
 

   

 

  ∑   (   ) 
 

   

 

,|
   

   
|      , ٚا٢ْ ٌىً        

 

   
 

 

(   )  (   )
 

 

   
∑4

   

   
5

  

   

 

 

 

 

 ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

 
 

   
∫

 ( )

   
  

   
 

   
∫ ( )∑

(   ) 

(   )   

 

     

   

                                                        ∑(
 

   
∫ ( )(   ) 

  

  )
 

(   )   
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                                                        ∑(
 

   
∫ ( )(   )   

 

  )
 

(   ) 

 

   

 

   ∑
  

(   ) 

 

   

 

 

 

ظذ ِرغٍغٍح ٌٛسأد ٌٍذاٌح   مثال .  

 ( )  
 

      
 

| |  فٟ اٌّعالاخ اٌرا١ٌح :                         ( )                   

                         | |           ( ) 

                       | |                    ( ) 

 انحم .  

 ( )  
 

(   )(   )
 

 
 

   
 

 

 
 

 
 

  
 
 

 

فئْ   | |  إرا وأد   

 

   
 ∑  

 

   

 

| |فئْ   ٚإرا واْ   

 

   
 ∑

 

  

 

   

 

 

فئْ   | |  ٚإرا واْ   

 
 

  
 
 

 ∑
(  )   

  

 

   

 

 

| | فئْ   ٚإرا واْ   

 
 

  
 
 

 ∑
(  )       

  

 

   

 

| |  ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا ٌىً   
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 ( )  ∑ [  
(  ) 

  
]   

 

   

 

ٔؽظً ػٍٝ       | |  ٚا٢ْ ٌىً   

 ( )  
 

 
(∑

 

  

 

   

 ∑
(  )   

  
)

 

   

 

فئٕٔا ٔؽظً ػٍٝ اٌرّص١ً ا٢ذٟ    | |  أِا فٟ ؼاٌح   

 ( )  
 

 
∑(

 

  
 

(  )       

  

 

   

) 

 

 

ظذ ِرغٍغٍح ٌٛسأد ٌٍّرغٍغٍح  مثال .  

    ؼٛي   
   

(   ) 
 

 انحم .  

   

(   ) 
 

    (   )

(   ) 
 

  

(   ) 
  (   )                                                                          

 
  

(   ) 
4   (   )  

, (   )- 

  
 

, (   )- 

  
  5 

 
  

(   ) 
 

   

(   ) 
 

   

(   )
 

   

 
 

   

 
(   )        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  (   ) تمٜٛ      فٟ اٌىشج اٌّصمٛتحاٌزٞ ِشوض٘ا         ( )  
 

    
ٌٍذاٌح ِرغٍغٍح ٌٛسأد . ظذ  مثال  

 اٌؽً .  
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 ( )  
 

(   )(   )
 

 

   

 

(   )    
 

 

   
 
 

  
 

 

  
(   )

  

 

 
 

 
 

 

   
 

 

  .
 
 /

(   )
                                                        

 
 

 
 

 

   
∑ [

 

 
(   )]

  

   

                                                          

 

 

 ٚذىْٛ ِرماستح إرا واْ 

|
 (   )

 
|    

  ∑(
 

 
)
   

(   )   

 

   

       

 
 

 
 

   
 ∑(

 

 
)
   

(   ) 
 

   

 

 ِٚرماستح إرا واْ 

|
 (   )

 
|    

  |   |         أٞ أْ       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 z)ذؽ١ٍ١ٍح دِٚا تأعرصٕاء:
2 
-3z+2) 

-1
: ٕٔؼرثش اٌذاٌح مثال     

 Z=1,2اٚظذ ِرغٍغٍح ٌٛسٔد ػٍٍٝ وً ِٓ إٌّاؽك اٌرا١ٌٗ
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Poles ,Zeroes and Singular points  انىقاط انشارج والأصفار والأقطاب  

 

إٌمطح اٌشارج اٌّؼضٌٚح  إػادج ذؼش٠ف إٌمطح اٌشارج ٟٚ٘ ذٍه إٌمطح اٌرٟ ذىْٛ اٌذاٌح ػٕذ٘ا غ١ش ذؽ١ٍ١ٍح ٚذمغُ إٌٝ لغ١ّٓ

 ٚغ١ش اٌّؼضٌٚح .

 

لا٠ؽٛٞ ػٍٝ       |     | تؽ١س ٠ىْٛ اٌعٛاس     ذغّٝ إٌمطح اٌشارج ذعرَف.     ِؼضٌٚح إرا ٚظذ      

ٔمطح شارج غ١ش ِؼضٌٚح تّؼٕٝ آخش ذىْٛ ٕ٘ان ػذد غ١ش ِٕرٗ ِٓ   ٔماؽ شارج أخشٜ غ١ش     أِا إرا ٌُ ٠رؽمك ٘زا فئْ     

 إٌماؽ اٌشارج ٌٍذاٌح.

 

  . Isolated إرا وأد إٌماؽ اٌشارج ِؼذٚدج ِٕر١ٙح فإٌمطح اٌشارج ذىْٛ ِؼضٌٚحملاحظــــح  .  

 

 

اٌذاٌح   مثال.  

 ( )  
   

 (    )
 

ٚ٘زٖ إٌماؽ ِؼضٌٚح.    ٌٙا ٔماؽ شارج ٟ٘             

 

اٌذاٌح   مثال .  

 ( )  
 

   .
 
 /

 

 ٌٙا ٔماؽ شارج غ١ش ِؼضٌٚح ٌّٚؼشفح رٌه دػٕا ٔعذ ٘زٖ إٌماؽ وا٢ذٟ 

   (
 

 
)    

 

 
    

   
 
  

 ٚ٘زا ٠ؤدٞ إٌٝ أْ                   

ٌؽظٍٕا ػٍٝ            تّىاْ    
 

 
ٔمطح شارج غ١ش ِؼضٌٚح ٚإرا ٚػؼٕا     ٌٙزا فئْ     

ٌزٌه ذىْٛ ٔمطح شارج غ١ش ِؼضٌٚح .   فئٔٗ ٠ٛظذ ٕ٘ان ٔماؽ شارج ٌزٌه لا ٔغرط١غ ػضي      ِّٚٙا أخزٔا ظٛاس ٌٍغا٠ح  

 

ِغ ِرغٍغٍح ٌٛسأد    ٔمطح شارج ِؼضٌٚح      ٌرىٓ ٌٍذاٌح ذعرَف .     
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 ( )  ∑   (   )

 

    

 

 ٌزٌه ٠ّىٓ ذظ١ٕف ٘زٖ إٌمطح والاذٟ :

 )Removable )  .    ٌٙا ٔمطح شارج لاتٍح ٌلإصاٌح ػٕذ فئْ      ٌىً               إرا واْ   -أ         

ٌٙا لطة    فئْ      ٌىً                          , ػذد طؽ١ػ ِٛظة تؽ١س أْ          ٌىً   -ب 

 (Simple pole). فئْ    . ٌٙا لطة تغ١ؾ ٚإرا واْ       ػٕذ     ِٓ اٌشذثح           

 

(Essentially)        ٌٙا ٔمطح شارج أعاع١ح ػٕذ فئْ       ٍٗ ٌىً ػذد طؽ١ػ عاٌة غ١ش ِٕر إرا واْ   -جـ      

 

 

داٌح ِؼشفح وا٢ذٟ     ( ) ٌرىٓ مثال .    

 ( )  
    

   
 

ٔمطح شارج.    ٔلاؼع أْ     

 ٚإرا ورثٕا 

 ( )  
(   )(   )

   
     

ٔمطح شارج لاتٍح ٌلإصاٌح .    فؼ١ٍٗ ذىْٛ إٌمطح اٌشارج     

 

 

داٌح ِؼشفح وا٢ذٟ     ( ) ٌرىٓ مثال .    

 ( )  
       

  
 

,  ِرغٍغٍح ٌٛسأد ٌٙزٖ اٌذاٌح ذىْٛ وا٢ذٟ     إٌمطح اٌشارج اٌّؼضٌٚح    

 ( )  
 

  
4 

   

  
 

    

  
 

    

  
  5 

    
   

 
 

    

  
     

لاتٍح ٌلإصاٌح .    ٌزٌه ذىْٛ إٌمطح اٌشارج    

 

 

 

ٌرىٓ مثال.    

 ( )    
 
  

ذىْٛ أعاع١ح ٚرٌه لأْ     إٌمطح اٌشارج    



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

129 

 ِرغٍغٍح ٌٛسأد ٌٍذاٌح ٟ٘ 

  
 
  ∑

(  )    

  

 

   

 

ٔمطح شارج أعاع١ح .   فئْ        ٌىً                ٚتّا أْ     

 

 

فئْ   إرا واْ ٌىً              ػٕذ إٌمطح    ٠ماي ٌٙا ذٍّه طفشاً ِٓ اٌشذثح     ( ) اٌذاٌح اٌرؽ١ٍ١ٍح ذعرَف .  

    ( )     ٚ    ( )        

ٌٙا طفشاً تغ١طاً.   فئْ     ٚإرا واْ     

 

  ( ) إرا ٚفمؾ إرا ٚظذخ داٌح   فئٔٗ ٠ٛظذ ٌٙا طفش ِٓ اٌذسظح )اٌشذثح(    ( ) داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ    ٌرىٓ  وظرَح .  

ٚذؽمك    (  ) تؽ١س       ػٕذ   

 ( )  (    )
  ( ) 

ٚ٘زا ٠ؼٕٟ    فئٔٗ ٠ٛظذ ٌٙا ِرغٍغٍح ذا٠ٍٛس ذمرشب ػٕذ      ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ      ( ) تّا أْ اٌذاٌح انثرهان .    

 ( )  ∑  (    )
 

 

   

 

فئْ    طفش ٌٍذاٌح ِٓ اٌشذثح     ٚإرا وأد   

 (  )    (  )        (  )      (  )    

 ٚتاٌراٌٟ ذظثػ اٌّرغٍغٍح 

 ( )    (    )
      (    )

      

 (    )
 ∑     (    )

 

 

   

 

فئْ     ( )  ∑     (    )
  

 فئرا ٚػؼٕا    

 ( )  (    )
  ( ) 

 الإذعاٖ اٌصأٟ فٟ اٌثش٘اْ )٠رشن ورّش٠ٓ ٌٍطاٌة(

 

 

 

 

 

 

 

 



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

130 

 
 

 

لطة ِٓ    فئْ         ( )  
 ( )

(    ) 
ٌٚرىٓ         (  ) داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ           ( ) ٌرىٓ وظرَح.    

  .  ( ) ٌٍذاٌح     اٌذسظح  

  ) ٚاٌمطة أ٠ؼاً ِٓ اٌذسظح      ) ٘زٖ إٌظش٠ح ذٛػػ اٌؼلالح ت١ٓ اٌظفش ٌٍذاٌح ِٓ اٌذسظح  

داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ٌزٌه ؼغة ِفىٛن ذا٠ٍٛس ٌٍذاٌح ٠ىْٛ     ( ) ٌرىٓ انثرهان .    

 ( )   0    (    )    (    )
    

 0   (  )  ؼ١س       

 إرْ 

 ( )  
 ( )

(    )
 

 
 0

(    )
 

 
  

(    )
   

          (    )    

 

شُ طٕفٙا.    ( )  
    

 
ظذ أطفاس ٚألطاب اٌذاٌح مثال .    

تّا أْ انحم .    

 ( )  
    

       
 

      .  
 

 
/ ٠ؤدٞ إٌٝ أْ                       ٚتفشع أْ       

   .  
 

 
 ٚتّا أْ       /

    .  
 

 
 ٚ٘زٖ ذّصً      /

  .  
 

 
ٌزٌه ٠ىْٛ ٌٙزٖ اٌذاٌح طفشاً تغ١طا ػٕذ إٌماؽ                          /     

ٚتّا أْ  ٚ  z=0 ٚ                     ْٛا٢ْ تإٌغثح ٌلألطاب ٔؼغ          ٚ٘زا ٠رؽمك ػٕذِا ذى 

ٌزٌه ذىْٛ ٌٙزٖ اٌذاٌح لطثاً تغ١طاً ػٕذ ...                        (  ) اٌزٞ ٠ّصً         (  )    

تالاػافح اٌٝ رٌه فاْ اٌذاٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ اٌظفش ٚغا٠رٙا لاذغاٚٞ طفشا ػٕذِا)     (  

 

  

 ( )      .
 

 
/ .  ظذ أطفاس اٌذاٌح    مثال   

.  لإ٠عاد أطفاس ٘زٖ اٌذاٌح ذىْٛ  انحم  

    (
 

 
)    

 ِٚٓ اٌؼلالح 

   (  )         
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 ٌزٌه ٔعذ أٔٗ 

   (
 

 
)      

 

 
    

   
 
  

 ٚأْ ظزٚس )أطفاس( ٘زٖ اٌذاٌح ٠ىْٛ                

الأطفاس ٌزٌه وٍٙا ذىْٛ أطفاس تغ١طح.ٚتّا أْ اٌّشرمح الأٌٚٝ غ١ش طفش٠ح ػٕذ ٘زٖ   

 

ػٕذ        ٌٙا لطة ِٓ اٌشذثح    
 

 ( )
فئْ    ػٕذ       داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ٌٚٙا طفشِٓ اٌشذثح     ( ) . ٌرىٓ  وظرَح  

 أ٠ؼاً.

فئْ   ػٕذ      ٌٙا طفش ِٓ اٌشذثح      اٌثش٘اْ .  تّا أْ ( ) 

 ( )                                      ( )  (    )
  ( )                              

   (  ) داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ           ؼ١س ( ) 

 ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

      ( )                        
 

 ( )
 

 

(    )
 
 

 

 ( )
                                          

( ٚتئعرخذاَ ػشب وٛشٟ فئْ ِرغٍغٍح ذا٠ٍٛس ذىْٛ 6ِٓ )  

 

 ( )
      (    )    

 ٚػ١ٍٗ ذىْٛ 

(     (    )   )(     (    )   )    

( ذىْٛ 7ٚتاٌرؼ٠ٛغ فٟ )  

 

 ( )
 

 

(    )
 
(     (    )   ) 

 ؼ١س     

 ِٓ اٌذسظح لطةٌٙا    . 
 

 
 ٌزٌه 

 

فئْ   ػٕذ       ٌٙا لطة ِٓ اٌذسظح     ( ) إرا واْ   وظرَح .   

ػٓ إٌمطح        ٌٙا طفش ِٓ اٌذسظح  
 
 

فئْ     
 

 (  )
ٌٙا ٔمطح شارج ِؼضٌٚح ػٕذ      ٚإرا ػشفٕا        

 
 

 

  (  ) ٚأْ     ػٕذ       ( ) فئٔٗ ٠ٛظذ داٌح ذؽ١ٍ١ٍح    ػٕذ       ٌٙا لطة ِٓ اٌذسظح     ( ) تّا اْ اٌذاٌح   انثرهان .  

 ؼ١س

(8)                                      ( )  
 ( )

(    )
 
               

وا٢ذٟ  
 

 ( )
( ٠ّىٓ إ٠عاد ِفىٛن ذا٠ٍٛس ٌٍذاٌح 8ِٚٓ اٌؼلالح )  
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 ( )
      (    )    

 ٌزٌه ذىْٛ 

 

 ( )
 

 

(    )
 
 

 

 ( )
          

                                    (    )
  (     (    )   ) 

          ٔمطح شارج لاتٍح ٌلإصاٌح .  
 

 (  )
تششؽ        

 
 

ٌٍذاٌح    طفشاً ِٓ اٌشذثح     ٚتاٌراٌٟ ٠ىْٛ   

 

ذىْٛ وا٢ذٟ 
 ( )

 ( )
فئْ    ػٍٝ اٌرشذ١ة ػٕذ    دٚاي ذؽ١ٍ١ٍح ِغ أطفاسِٓ اٌشذثح       ( ) ٚ  ( ) . إرا وأد ورُجح   

 .
 ( )

 ( )
ٌٍذاٌح   ٚذّصً طفشاً ِٓ اٌذسظح       ٌٙا ٔمطح شارج لاتٍح ٌلإصاٌح ػٕذ    

 ( )

 ( )
فئْ    إرا واْ   ـ1      

ػٕذ      ٌٙا لطة ِٓ اٌشذثح      
 ( )

 ( )
فئْ    إرا واْ    ـ2      

ٌٙا ٔمطح شارج لاتٍح ٌلإصاٌح ػٕذ    .
 ( )

 ( )
فئْ    إرا واْ  ـ3      

تٛاعطح    ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ      
 ( )

 ( )
 ٚٔغرط١غ ذؼش٠فٙا ٌزٌه 

   
    

 ( )

 ( )
 

 (  )

 (  )
 

 

.  ٌرىٓ اٌذاٌح  مثال   

 ( )

 ( )
 

    

     
 

ؼ١س                  ػٕذِا        ِٚٓ اٌّؼشٚف ٌذ٠ٕا أْ       

ٌٙا أطفاس     ( ) ٠ىْٛ تغ١ؾ ٚتٕفظ اٌطش٠مح ٠ّىٓ أْ ٔؼشف تأٔٗ          فئْ طفش اٌذاٌح       (  )  ٚتّا أْ   

ؼ١س                   .  
 

 
/ ٚوزٌه      تغ١طح ػٕذ      

ٌٙا اٌغٍٛن ا٢ذٟ:   
 ( )

 ( )
 ٌزٌه ِٓ إٌر١عح اٌغاتمح فئْ 

ـ  ٌٙا أطفاس تغ١طح ػٕذ 1                   

               .  
 

 
/ ـ  ٌٙا ألطاس تغ١طح ػٕذ 2   

.      
 ( )

 ( )
ٚأْ   0ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ   -3  
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 جد الغاٌات الاتٌة -0

           -ا
      

    
)       -ب   

 

 
     )  

 

̅̅        . اثبت ان             لتكن  -2 ̅    ̅  

 

 الاتٌة ثم جد مجموع المتسلسلة المتقاربة لهادرس تقارب المتسلس -3

∑ -ا
     

  
 
    

 جد نصف قطر التقارب للمتسلسلات الاتٌة -4

∑-ا
(    )  

(    )
 
∑ -ب     

  (   ) 

( ) 
 
    

 

 الاتٌة ثم جد مجموعها هجد منطقة تقارب المتسلسل -5

∑ -ا
 

  (   ) 
 
    

 الاتٌة جد تمثٌلا لمتسلسلة القوى للداله -6

       ( )         

 

 الاتٌهجد متسلسلة تاٌلور للداله  -7

     ( )  .       حول النقطة         

 

 الاتٌة  جد متسلسلة ماكلورٌن للداله -8

 ( )     (   ). 

 

( ) هل من الممكن تمثٌل الدالة  -9 ؟ وضح    بمتسلسلة ماكلورٌن او لورانت حول النقطة          

 اجابتك.

( ) جد متسلسلة لورانت للدالة  -00  
     

  
 لاتٌةا فً المنطقة 

Homework 
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     |   |     

 

 صنف النقاط الشاذة لكل من الدوال الاتٌة  -00

( )  -ا  
     

  
( )  -ب    

 

   
( )   -ج   

      (   )

 (    ) 
( )  -د     

    

    
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Residue theory ٔظش٠ح اٌشٚاعة     
 

: ذعرَف    

فئْ ِرغٍغٍح ٌٛسأد ذىْٛ وا٢ذٟ :   ٌٙا ٔمطح شارج غ١ش صائٍح       ٌرىٓ اٌذاٌح  

 ( )  ∑   (    )
 

 

    

 

  .   |    |  داخً اٌشىً اٌؽٍمٟ   

ٚتاٌشِٛص ٠ىْٛ    ػٕذ     ٠غّٝ اٌشاعة )اٌثالٟ( ٌٍذاٌح    
 

    
ٌٍؽذ     فئْ اٌّؼاًِ    

   ,   -      

ذىْٛ تاٌظ١غح ا٢ذ١ح:     ( )   
 

ِرغٍغٍح ٌٛسأد ٌٍذاٌح   مثال.   

 ( )    
 

 
 

  

    
 

  

    
   

٘ٛ اٌشاعة )اٌثالٟ( ٌٍذاٌح  2ٚاٌزٞ ٠ّصً اٌؼذد     
 

   
 ٌزٌه فئْ ِؼاًِ  

    ,   -  أٞ أْ   
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فٟ تؼغ الأؼ١اْ ٔٛاظٗ طؼٛتح فٟ إ٠عاد اٌّفىٛن ٌذاٌح ِا ِٓ أظً ؼغاب اٌشاعة )اٌثالٟ( ٌزٌه الرؼٝ ٌٕا ػشع ٘زٖ 

 إٌظش٠ح اٌرٟ ذغاػذٔا فٟ إ٠عاد اٌشاعة )اٌثالٟ( ػٕذ الألطاب ٌٍذاٌح.

 

, فئْ    ػٕذ     ٌٙا لطة ِٓ اٌشذثح       ( ) إرا وأد اٌذاٌح  وظرَح .    

 ( )                    ,    -     
    

 

(   ) 
 
    

     
,(    )

  ( )-   

فئْ    لطة تغ١ؾ ػٕذ      إرا واْ ٌٍذاٌح ٌٍؼمذ٠ح   ورُجح.     

   ,    -     
    

(    )
  ( ) 

 

 ( )  
    

  
إؼغة اٌشاعة )اٌثالٟ( ٌٍذاٌح   مثال .    

ػٕذ اٌظفش ٌزٌه فئْ اٌشاعة ٌٙزٖ اٌذاٌح ٠ىْٛ    ٌٙا لطة ِٓ اٌشذثح اٌصا١ٔح أٞ أْ          ( ) اٌذاٌح انحم .    

   ,   -     
   

 

  
( 

    

  
)     

   
4
             

  
5 

ٌزٌه فئْ   طفشٚتاعرخذاَ لاػذج ٌٛت١راي ٔعذ ل١ّح اٌغا٠ح ٚذغاٚٞ   

   ,   -    

 ( )  
  

    
إؼغة اٌشاعة ٌٍذاٌح  مثال .    

ٌزٌه فئْ اٌشاعة ٠ّىٓ ؼغاتٗ تاٌظٛسج ا٢ذ١ح:      ٌٙا لطة تغ١ؾ ػٕذ              ( ) اٌذاٌح انحم .    

   ,   -     
   

( 
  

    
)       

   

 

    
   

 ٚوزٌه 

   ,   -     
   

((   )
  

    
)       

   

   

    
     

 ( )  
    

  
.  إؼغة اٌشاعة ٌٍذاٌح    مثال  

ٌزٌه فئْ اٌشاعة ٌٙزٖ اٌذاٌح ٘ٛ    ػٕذ إٌمطح   3اٌؽً .  تّا أْ اٌذاٌح ٌٙا لطة ِٓ اٌشذثح      

   , ( )  -  
 

  
   
   

  

   
[  

    

  
]                                                                             

 
 

 
    
   

  

   
,     -  

 

 
    
   

 

  
,           - 

 
 

 
    
   

,                   -                           
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: اؼغة اٌشاعة ٌٍذاٌح مثال  

 ( )  
  

(     )
 

 اٌؽً:
  اٌذاٌح ٔلاؼع اْ  

ٚلطة ِٓ اٌشذثٗ ػٕذ    z=1 لطة ٌٙا ػٕذ  ( ) 

     ٚ٘ىزا ٔؽً 

      ( )        (   ) ( )    

 

      ( )        , 
  ( )-        

  (   )

(   ) 
    

 

 

اعة ٌٍذاٌحٚ: اؼغة اٌشمثال  

 

 ( )  
    

.  
 
  / (    )

 

 اٌؽً:

   اٌذاٌح ٔلاؼع اْ 

ظ١ّؼٙا ٔماؽ شارٖ تغ١طٗ   z=1,+i, -i,      ٌٙا الطاب ػٕذ ( ) 

 ٛ٘   اٌشاعة ػٕذ      

   . ( ) 
 

  
/     

  
 
  
(
    

(    )
)   

 

 
 

 
    

.
 
  

 
  /
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ت١ّٕا   ٌٙا لطة تغ١ؾ ػٕذ      ( ) تؽ١س    ذؽ١ٍ١ٍراْ ػٕذ      ( ) , ؼ١س ( )   ( )    
 ( )

 ( )
ٌرىٓ اٌذاٌح      ورُجح. 

(  ) فئْ     

   ,    -   
 (  )

  (  )
 

ٌزٌه فئْ اٌشاعة ٌٙزٖ اٌذاٌح ٘ٛ     (  ) أٞ أْ       ٌٙا لطة تغ١ؾ ػٕذ       ( ) اٌذاٌح اٌرؽ١ٍ١ٍح انثرهان .    

   ,    -     
    

(    )
 ( )

 ( )
                                          

    
    

 ( )

[
 ( )   (  )

    
]
 

 (  )

  (  )
 

 ( ) .  ظذ اٌشاعة ٌٍذاٌح مثال        

 ( )  
    

    
٠ّىٓ إػادج وراتح اٌذاٌح   انحم .    

ػذد طؽ١ػ ٚوزٌه    ؼ١س     ٌٙا لطة تغ١ؾ ػٕذ        ٌزٌه تّا أْ اٌثغؾ ٚاٌّماَ دٚاي ذؽ١ٍ١ٍح ٚأْ     

        

 ٛ٘ ٌزٌه فئْ اٌشاعة  ٌىً ػذد طؽ١ػ      

   ,    -  
     

      
   

فئْ     داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ       ( ) ٚوأد    ٌٙا لطة تغ١ؾ ػٕذ       ( ) إرا وأد اٌذاٌح  ورُجح .     

   ,     -   (  )   ,    - 

 

 

Cauchy Residue Theorem  وظرَح كىشٍ نهرواصة 

 

D  ًِٕطمح تغ١طح الإذظاي ١ٌٚىٓ   وٕرٛسِغٍك تغ١ؾ ٚتالإذعاٖ اٌّٛظة )ػىظ اذعاٖ ػمشب اٌغاػح( ٠مغ داخ ٌرىٓ     

فئْ   ذمغ داخً    ذؽ١ٍ١ٍح داخً ٚػٍٝ ؼذٚد اٌىأرٛس   , تاعرصٕاء ػذد ِٕرٗ ِٓ إٌماؽ              فئرا وأد اٌذاٌح  

( )                             ∫  ( )  

 

    ∑   ,    -                             

 

   

  

  ٚوّا ِٛػػ تاٌشىً

 

 

    

 

            ∧
  ∧
  ∧
  

𝑧𝑛 𝑧𝑛   

 
𝑧  𝑧  𝑐𝑛 𝑐𝑛   𝑐  𝑐  

𝑐 𝐷 



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

138 

 

 

 

 

 

 

ػٍٝ اٌرشذ١ة   ٚٔظف لطش٘ا     دٚائش تالإذعاٖ اٌّٛظة ِشوض٘ا     ٌرىٓ اٌّغاساخ  انثرهان .   , ؼ١س           

(, ٌزٌه فئْ اٌظ١غح ا٢ذ١ح ِرؽممح 1-6ٚوّا فٟ اٌشىً )  

( )     ∫  ( )  

 

 ∑ ∫ ( )  

  

 

   

                   

ؼ١س    ٌٙا ِرغٍغٍح ٌٛسأد ػٕذ      اٌذاٌح ( ) 

 ( )  ∑   (    )
 

 

    

 

 ٌزٌه فئْ 

∫ ( )  

  

 ∫ ∑   (    )
 

 

    

  

  

 

 ∑   ∫(    )
 

  

 

    

                ,    - 

( 3( ٔغرٕرط اٌؼلالح )4تاٌرؼ٠ٛغ فٟ )  

 

 

ظذ ل١ّح اٌرىاًِ مثال .    

∫
   

 (    )
  

 

 

فٟ الإذعاٖ اٌّٛظة   |   |  
 

 
٘ٛ اٌّغاس     ؼ١س  

 انحم .  

   

 (    )
 

   

 (   )(   )
 

ٚػ١ٍٗ ٔعذ اٌشاعة ٌٍذاٌح ػٕذ        ذؽٛٞ ػٍٝ ٔمطح شارج ٚاؼذج ٟٚ٘       ٔلاؼع أْ إٌّطمح اٌذاخ١ٍح ٌٍّغاس  

 ٚوّا ٠ٍٟ

   ,   -     
   

(   )
   

 (   )(   )
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 ( 
   

 
) 

 ٌزٌه فئْ 

∫
   

 (    )
  

 

       ,   -                             

                                  ( 
   

 
)   (   ) 

 

فٟ الإذعاٖ اٌّٛظة    | |  
 

 
ؼ١س       ٘ٛ اٌّغاس   ∫

 

    
  

 
ظذ ل١ّح اٌرىاًِ  مثال .    

 انحم .  
 

    
 

 

(   )(   )
 

ٌزٌه فئْ اٌشاعة ٌٍذاٌح ػٕذ    ذؽٛٞ ػٍٝ ٔمطر١ٓ شارذ١ٓ ٟٚ٘             ٔلاؼع أْ إٌّطمح اٌذاخ١ٍح ٌٍّغاس  

  ٛ٘  إٌمطح     

   ,   -  
 

 
         ,    -  

 

 
 

 ٚػ١ٍٗ فئْ 

∫
 

    
  

 

    (   ,   -     ,    -) 

        (
 

 
 

 

 
)      

 

 

 

| |فٟ الإذعاٖ اٌّٛظة  ؼ١س       ٘ٛ اٌّغاس     ∫
      

 (   ) 
  

 
ظذ ل١ّح اٌرىاًِ  مثال .    

 اٌؽً:ٔفشع اْ

 ( )  
      

 (   ) 
 

ٟٚ٘  ٔمطر١ٓ شارذ١ٓ ذؽٛٞ ػٍٝ          ٌزٌه فئْ اٌشاعة ٌٍذاٌح ػٕذ   ٔلاؼع أْ إٌّطمح اٌذاخ١ٍح ٌٍّغاس  

  ٛ٘  إٌمطح     

   ,   -            ,   -    

 ٚػ١ٍٗ فئْ

∫
      

 (   ) 
  

 

    (   )      
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  |فٟ الإذعاٖ اٌّٛظة 
 

 
| ؼ١س       ٘ٛ اٌّغاس     ∫

 

     
  

 
ظذ ل١ّح اٌرىاًِ  مثال .    

 اٌؽً: ٔفشع اْ 

 

 ( )  
 

  (    )
 

 

ذؽٛٞ ػٍٝ ٔمطر١ٓ شارذ١ٓ  ٟٚ٘          ٌزٌه فئْ اٌشاعة ٌٍذاٌح ػٕذ   ٔلاؼع أْ إٌّطمح اٌذاخ١ٍح ٌٍّغاس  

  ٛ٘   إٌماؽ    

   ,   -                ,   -    

 ٚػ١ٍٗ فئْ

∫
 

     
  

 

    (      )     

 

| |فٟ الإذعاٖ اٌّٛظة  ؼ١س       ٘ٛ اٌّغاس     ∫
      

  (    )
  

 
ظذ ل١ّح اٌرىاًِ  مثال .    

 اٌؽً: ٔفشع اْ 

 

 ( )  
      

  (    )
 

 

ٟٚ٘ خّظ ٔماؽ شارٖ ذؽٛٞ ػٍٝ                    ٔلاؼع أْ إٌّطمح اٌذاخ١ٍح ٌٍّغاس  

  

 ٚظ١ّؼٙا ذمغ داخً إٌّؽٕٟ ٚػ١ٍٗ

 

  

 (
 

 
)  

 
  

 
 
 
  

 
  

(
 
  

  )
 

       

  

    

  

 (       ) 
 

    
 

 

 

 (       ),             - 

 ِٕٚٗ ٠ىْٛ

   ( ( )  )     

 ٚػ١ٍٗ

 



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

141 

∫
      

  (    )
  

 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Trigonometric Integrals   انركاملاخ انمثهثُح   

 

فٟ ٘زا إٌٛع ِٓ اٌرىاِلاخ اٌّصٍص١ح عٕشٜ و١ف ٠رُ الإعرفادج ِٓ ٔظش٠ح وٛشٟ ٌٍشٚاعة ذطث١مٙا ػٍٝ ػذد ِؼــــــــ١ٓ ِٓ 

اٌرىاِلاخ اٌّؽذدج ٚتؼؼٙا ذظٙش فٟ اٌف١ض٠اء ٚاٌرطث١ماخ إٌٙذع١ح ؼ١س ِٓ اٌظؼة إ٠عاد اٌرىاِلاخ ِثاششج ٌزٌه ٔغرخذَ 

 ٔظش٠ح وٛشٟ ٌٍشٚاعة. 

 ٌٚؽغاب اٌرىاِلاخ ِٓ اٌظ١غح 

∫  (         )

  

 

   

ؼ١س            فٕؼغ          ( ) إٌٝ داٌح ِؼمذج تّرغ١ش ٚاؼذ     ٔمَٛ ترؽ٠ًٛ اٌذاٌح (         ) 

ٚوزٌه ٔؼٍُ أْ      | | ِٚشوض٘ا ٔمطح الأطً ٚذىافئ 1ٚ٘زٖ ٕ٘ذع١اً ذّصً ِؼادٌح دائشج ٔظف لطش٘ا       

  

             

 ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ                                                     
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 ٚتاٌراٌٟ ٔغرٕرط أْ

  

     
     

 
        

     

  
 

ف١ّىٓ ؼغاتٙا ؼ١س    أِا   

          

                                                                             
  

  
 ٚ٘زا ٠ؤدٞ إٌٝ أْ                                                         

  | |  شُ ٔؼٛع ٘زٖ اٌؼلالاخ فٟ اٌرىاًِ اٌّطٍٛب ؼغاتٗ فٕؽظً ػٍٝ ذىاًِ ٌذٚاي ِؼمذج ػٍٝ دائشج اٌٛؼذج    

٠رُ ؼغاب ٘زا اٌرىاًِ. ِٚٓ شُ ٚؼغة اٌطشق اٌغاتمح ٚاٌّؼشٚفح ٌذ٠ٕا  

 

إؼغة .    مثال  

∫
  

      

  

 

 

ؼغة اٌؼلالاخ أػلاٖ ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا انحم .    

∫
  

      

  

 

 ∫
  

  
  
 

(     )| |  

 
  

 
∫

  

       
| |  

 

 ٚاٌذاٌح ٌٚرىٓ 

 ( )  
 

       
 

 ٌٙا ألطاب تغ١طح ػٕذ                                           √    

ذمغ داخً دائشج اٌٛؼذج ٚاٌشاعة ٌٙا ٘ٛ     ٌٚىٓ ٔمؾ اٌم١ّح   √    

   [ ( )   √ ]     
    √ 

(   )
  (  √ )

.  (  √ )/ .  (  √ )/
 

  

 √ 
 

 

 ٌزٌه ٠ىْٛ اٌرىاًِ ؼغة ٔظش٠ح وٛشٟ ٌٍشٚاعة وا٢ذٟ

 

∫
  

      

  

 

 
  

 
   (

  

 √ 
)  

  

√ 
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إؼغة اٌرىاًِ ا٢ذٟ .    مثال  

∫
  

           

 

 

 

 ؼ١س      

 

 

 

 

 انحم .  

  ∫
  

           

 

 

 
 

 
∫

  

           

  

 

 

 ٚترؼ٠ٛغ اٌؼلالاخ اٌغاتمح فٟ اٌرىاًِ فئٕٔا ٔؽظً ػٍٝ 

  
 

 
∫

  

  0      .  
 
 /

1| |  

 
 

  
∫

  

(   ) .  
 
 /| |  

 

 

ذىْٛ ٌذ٠ٕا ؼاٌر١ٓ    ٚؼغة ل١ّح      

ٚتاعرخذاَ ٔظش٠ح     
 

 
ٚفٟ ٘زٖ اٌؽاٌح فئْ ٕ٘ان لطة تغ١ؾ داخً دائشج اٌٛؼذج ػٕذ إٌمطح    | |  اٌؽاٌح الأٌٚٝ :   

 اٌشٚاعة ٔعذ أْ 

  
 

  
       , ( )  -  

 

    
 

 ٚإٌر١عح إٌٙائ١ح ٠ّىٓ وراترٙا وا٢ذٟ 

  
 

|    |
           

 

إؼغة اٌرىاًِ ا٢ذٟمثال:   

∫
    

      
  

  

 

 

ٔؼغ.انحم   

 

      
    

  
      

    

   
        

  

  
    | |    

 ٚترؼ٠ٛغ اٌؼلالاخ اٌغاتمح فٟ اٌرىاًِ فئٕٔا ٔؽظً ػٍٝ 
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  ∫
    

      
  

  

 

 ∫

    
  

 
  
  

  
    
  | |  

 ∫
    

 (       )
  

| |  

 

 شُ ٔؽغة اٌشٚاعة

  

   4
    

 (       )
  5     

   4
    

 (       )
    √ 5    

 ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ 

     (    )    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Improper Integrals انركاملاخ انمعرهح       

 

 

داٌح ِغرّشج ػٍٝ اٌّؽٛس     ٕ٘ا عٕمَٛ تّؼشفح و١ف١ح ؼغاب ذىاِلاخ ػٍٝ فرشاخ غ١ش ِٕر١ٙح ؼ١س إرا وأد اٌذاٌح ( ) 

٠ؼشف وا٢ذٟ:   ( ) ػٍٝ اٌفرشج (   , فئْ اٌرىاًِ اٌّؼرً ٌٍذاٌح    اٌؽم١مٟ غ١ش اٌغاٌة      

∫ ( )  

 

 

    
   

∫ ( )  

 

 

 

 ٚتششؽ ٚظٛد اٌغا٠ح ع١ىْٛ اٌرىاًِ أػلاٖ ِرماسب ٚػىغٗ ٠ىْٛ ِرثاػذ ٚتٕفظ اٌطش٠مح فئْ 
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∫ ( )  

 

  

    
   

∫ ( )  

 

  

 

٠ؼشف وا٢ذٟ:   (    ) ػٍٝ اٌفرشج    ( ) فئْ اٌرىاًِ اٌّؼرً ٌٍذاٌح    ِغرّشج ٌىً ل١ُ      ٚإرا وأد اٌذاٌح ( ) 

∫  ( )  

 

  

    
   

∫ ( )  

 

  

    
   

∫ ( )  

 

 

 

 تششؽ اٌغا٠ح ٌىلا اٌطشف١ٓ ِٛظٛدج

ٌٍرىاًِ فرؼشف وا٢ذٟ:    أِا ل١ّح وٛشٟ الأعاع١ح اٌرٟ ٠شِض ٌٙا تاٌشِض     

    ∫  ( )  

 

  

    
   

∫ ( )  

 

  

 

 تششؽ ٚظٛدج اٌغا٠ح .

 

 

إؼغة اٌرىاًِ مثال.    

  ∫
   

    

 

  

 

 انحم .  

     
   

∫
   

    

 

  

    
   

,            (  )- 

        

 

ل١ّح وٛشٟ الأعاع١ح ِٓ اٌّّىٓ إ٠عاد٘ا ؼرٝ فٟ اٌرىاًِ اٌغ١ش ِرماسب ِٚصاي ػٍٝ رٌه    .ملاحظح  

∫   ٌىً           

 

  

   

                                                                               ∫    

 

  

 ٕٚ٘ا فئْ                                                          

                                                                                     ∫    

 

 

 ٌىٓ                                                                

   ( ) ٚوزٌه إرا وأد اٌذاٌح     ٚػٍٝ ا٠ح ؼاي إرا واْ اٌرىاًِ اٌّؼرً ِٛظٛد فئٔٗ ٠غاٚٞ ل١ّح وٛشٟ الأعاع١ح  (    )

اٌؽم١م١ح ٚل١ّح وٛشٟ الأعاع١ح ِٛظٛدج فئْ اٌرىاًِ ِٛظٛد ٚتاٌراٌٟ ٠ىْٛ   ٌىً ل١ُ      (  )  صٚظ١ح أٞ أْ ( )  
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    ∫  ( )  

 

  

 ∫  ( )  

 

 

  

  .(    ) شج ػٍٝ اٌفر   إٌظش٠ح اٌمادِح عرغرخذَ ٔظش٠ح وٛشٟ ٌٍشٚاعة لإ٠عاد ل١ّح وٛشٟ الأعاع١ح ٌرىاًِ اٌذاٌح   

 

ٌىً    ( ) ػٍٝ اٌرشذ١ة. إرا وأد     وص١شاخ ؼذٚد ِٓ اٌذسظح        ؼ١س        ( )  
 ( )

 ( )
ٌرىٓ  . وظرَح  

فئْ    اٌؽم١م١ح ٚأْ          ل١ُ  

    ∫
 ( )

 ( )
  

 

  

    ∑   [
 

 
   ]

 

   

 

 ذمغ فٟ ٔظف اٌّغرٛٞ اٌؼٍٛٞ وّا فٟ اٌشىً   
 

 
ألطاب ٌٍذاٌح     ؼ١س      (       )

 

 

 

               

 

 

    

٠ّىٓ إ٠عادٖ ؼ١س أْ الألطاب   ػذد ِٕرٗ ِٓ الألطاب ذمغ داخً ٔظف اٌّغرٛٞ اٌؼٍٛٞ ٚاٌؼذد اٌؽم١مٟ   
 

 
تّا أْ   انثرهان .  

 

ٚوّا     شثٗ دائشج ٔظف لطش٘ا       تالإػافح إٌٝ       اٌزٞ ٠رأٌف ِٓ            ظ١ّؼٙا ذمغ فٟ داخً اٌىٕرٛس   

 ِٛػؽح فٟ اٌشىً ٚتاٌراٌٟ فئْ 

∫
 ( )

 ( )
  

 

  

 ∫
 ( )

 ( )
  

 

 ∫
 ( )

 ( )
  

  

 

 ٚتاعرخذاَ ٔظش٠ح وٛشٟ ٌٍشٚاعة فئْ 

∫
 ( )

 ( )
  

 

  

    ∑   [
 

 
   ]

 

   

 ∫
 ( )

 ( )
  

  

 

 ٚا٢ْ إرا اعرطؼٕا إشثاخ أْ اٌرىاًِ 

∫     ٠ؤٚي إٌٝ اٌظفش
 ( )

 ( )
  

  

 

فئٕٔا ٔؽظً ػٍٝ إٌر١عح اٌّطٍٛتح.    ػٕذِا    

ٚتفشع اْ     ( ) أوثش ِٓ دسظح     ( ) فئْ دسظح وص١شج اٌؽذٚد     ا٢ْ تّا أْ      

𝑅  𝑅 

𝑥 

𝑦 

. 
. 

. 
. 

. 

. . 

𝑧𝑘 𝑧  
𝑧  𝑐𝑅 



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

147 

 ( )            
             

                                       ( )     
       

                                                      ٚ 

 ( )  فئْ                                                                                   ( )     

  ( )          
        

        
 ؼ١س                             

 ( )      ( )                                        ٚ                                                

  ( )          
        

        
 ؼ١س                                  

 ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

  ( )

 ( )
 

      ( )

    ( )
 

فئْ              | | ػٕذِا       ( )       ٚ    ( )  ٚتّا أْ     

|
  ( )

 ( )
|    

ٚتاٌراٌٟ ٔؽظً ػٍٝ    ذمغ ػٍٝ      ِرٝ ِا      |
  ( )

 ( )
|  

 

 
أوثش تىفا٠ح ٌـ   ِٓ اٌّّىٓ أْ ٔخراس     ٌزٌه ٌىً    

|
 ( )

 ( )
|  

 

 | |
 

 

  
 

ٔؽظً ػٍٝ     ٚتاعرخذاَ اٌّرشاظؽح        ذمغ ػٍٝ      ؼ١س  

| ∫
 ( )

 ( )
  

  

|  ∫
 

  
|  |

  

 
 

  
     

       ∫
 ( )

 ( )
  

  
 ٚتّا أْ    إخر١اسٞ فئْ                      

 ٚأخ١شا ٔغرٕرط أْ

    ∫
 ( )

 ( )
  

 

  

    ∑   

 

   

[
 

 
   ] 

 

ظذ   مثال .  

    ∫
      

(    ) 
  

 

  

 

ِٛظٛدج ٟٚ٘  ∫
     

(    ) 
  

 

  
( ِرؽممح ٌزٌه فئْ ل١ّح وٛشٟ الأعاع١ح ٌٍرىاًِ 2-6ٔلاؼع اْ ششٚؽ إٌظش٠ح )انحم .    

    ∫
     

(    ) 
  

 

  

    ∑   [    ]

 

   

 

ألطاب ٌٍذاٌح     ؼ١س        
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 ( )  
     

(    ) 
 

 اٌٛالؼح فٟ إٌظف اٌؼٍٛٞ ِٓ اٌّغرٛٞ,

ٚاٌزٞ ٠ىْٛ وا٢ذٟ:   ٚتؼذ ؼغاب اٌشاعة ٌٍذاٌح ( ) 

   ,    -  
     

  
 

 ِٚٓ ٘زا ٠ٕرط 

    ∫
      

(    ) 
  

 

  

   [   
     

  
] 

                       
      

  
 

 

 

ظذ   مثال .  

∫        تؽ١س          
  

     

 

  

 

فٟ ٔظف اٌّغرٛٞ اٌؼٍٛٞ ٟ٘ ألطاب         
   

       
  

(ِرؽممح ٚإٌماؽ اٌشارج ػٕذ 2-6ششٚؽ إٌظش٠ح) انحم. 

 تغ١طح ٌزٌه فئْ

    ∫
  

     

 

  

    (   [
 

     
   ]     [

 

     
   ]) 

 
   

   
(  

  
   

   
 )  

 

√   
 

 

 

 

 

 

 
 

 Indented Contour Integral   انركامم عهً انكىرىر انمضىه  
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اٌرىاًِ اٌّؼرً تفشع أْ اٌذاٌح اٌّرىاٍِح غ١ش ِؼشفح ػٕذ ٔمطح ذمغ فٟ فرشج اٌرىاًِ فئرا وأد اٌذاٌحٕ٘ا عٕذسط ٔٛع آخش ِٓ   

٠ؼشف وا٢ذٟ:    (   - ػٍٝ اٌفرشج   فئْ اٌرىاًِ اٌّؼرً ٌٍذاٌح      ِغرّشج ػٍٝ اٌفرشج            

∫ ( )  

 

 

    
    

∫ ( )  

 

 

 

 تششؽ ٚظٛد اٌغا٠ح 

٠ىْٛ:   ,   ) ػٍٝ اٌفرشج    فئْ اٌرىاًِ اٌّؼرً ٌٍذاٌح      ِغرّشج ػٍٝ اٌفرشج         ٚتٕفظ اٌؽاٌح إرا وأد اٌذاٌح   

∫ ( )  

 

 

    
    

∫ ( )  

 

 

 

 تششؽ ٚظٛد اٌغا٠ح. 

فئْ ل١ّح    ؼ١س         ِا ػذا       ,   - اٌرٟ ذمغ فٟ اٌفرشج    أِا ا٢ْ إرا وأد اٌذاٌح ِغرّشج ػٍٝ وً ٔماؽ   

ذؼشف وا٢ذٟ:   ,   - ػٍٝ اٌفرشج    وٛشٟ الأعاع١ح ٌٍذاٌح   (                )

    ∫ ( )  

 

 

    
   

*∫  ( )  

   

 

 ∫  ( )  

 

   

+ 

 تششؽ ٚظٛد اٌغا٠ح. 

 

.    مثال  

    ∫
 

   
  

 

 

    
    

*∫
 

   
  

   

 

 ∫
 

   
  

 

   

+ 

    
    

,               -      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

وٕرٛس ِؼشف تاٌّؼادٌح اٌٛع١ط١ح   ػٍٝ ِؽٛس   . إرا واْ    ٌٙا لطة تغ١ؾ ػٕذ إٌمطح     ( ) ٌرىٓ مأخىرج .     

          

( فئْ 3-6وّا فٟ اٌشىً )    ؼ١س        



/ جامعة الانبارهبدالرحمن سلمان جمععد.ا.  
 

  

150 

   
    

∫ ( )  

  

  (     )   , ( )  - 

 

 

 

   

    

 

6-3اٌشىً   

 

ِرغٍغٍح ٌٛسأد ٌٍذاٌحانثرهان .    

ػٕذ إٌمطح    ٟ٘      

 

(5)                          ( )  
   ,   -

   
  ( )                            

داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ        ؼ١س ( ) 

ف١ىْٛ    ( ٌٍطشف١ٓ ٚتاعرخذاَ اٌّؼادٌح اٌٛع١ط١ح 5ٔعشٞ اٌرىاًِ ػٍٝ اٌؼلالح )    

∫ ( )  

  

    ,   - ∫
     

    
  

  

  

   ∫  (      )     

  

  

 

                  (     )   ,   -    ∫  (      )     

  

  

 

فٟ ظٛاس ِا ٌٍٕمطح     | (      )| تؽ١س أْ      فئٔٗ ٠ٛظذ         ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ إٌمطح     تّا أْ ( ) 

 ِٕٚٗ ٔغرٕرط 

   
    

  ∫  (      )     

  

  

    
    

 ∫    

  

  

 

                                                                          
    

 (     )     

 

 

ٌٙا أطفاس تغ١طح ػٕذ إٌماؽ     ( ) داٌح ٔغث١ح تؽ١س أٔٗ لا ٠ٛظذ طفش ِشرشن ت١ّٕٙا ٚ   ( )  
 ( )

 ( )
ٌرىٓ   وظرَح.   

  ( ) دسظح وص١شج اٌؽذٚد       ( ) دسظح وص١شج اٌؽذٚد   ؼ١س    ػٍٝ خؾ الأػذاد اٌؽم١م١ح ٚ                

 فئْ 

. 
𝑟 

𝐶𝑟 

∧ 
∧ 

𝜃  𝜃  

𝑏 
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    ∫
 ( )

 ( )
  

 

  

    ∑   [    ]

 

   

   ∑   

 

   

,    - 

ذمغ داخً ٔظف اٌّغرٛٞ اٌؼٍٛٞ.    ( ) ألطاب ٌٍذاٌح    ؼ١س   

ٌٙا أطفاستغ١طح     ( ) ٚأْ    ( )ٚ  ( ) ؼ١س لا٠ٛظذطفشِشرشن ت١ٓ    ( )  
 ( )

 ( )
ٌرىٓ اٌذاٌح إٌغث١ح  .وظرَح  

دسظح وص١شج       ( ) دسظح وص١شج اٌؽذٚد   ؼ١س    ػٍٝ خؾ الأػذاد اٌؽم١م١ح ٚأْ         ػٕذ إٌماؽ        

فئْ ٌىً     ,   اٌؽذٚد( ) 

    ∫
 ( )

 ( )
      

 

  

    ∑  (    

 

   

[        ])   ∑  (    

 

   

[        ]) 

              ∫
 ( )

 ( )
      

 

  

   ∑   (   

 

   

[        ])   ∑   (   

 

   

[        ])        ٚ 

ذمغ داخً ٔظف اٌّغرٛٞ اٌؼٍٛٞ وّا فٟ اٌشىً.    ( ) ألطاب ٌٍذاٌح    ؼ١س   

 ) 

 

 

 

 

 

 

ٌٚرىٓ       ؼ١س         داخً شثٗ اٌذائشج              وث١شٖ تّا ف١ٙا اٌىفا٠ح ٌىٟ ذمغ الألطاب ٌٍذاٌح     ٌرىٓ  

ٌىٟ ذىْٛ اٌذائشج ِٕفظٍح ٚالألطاب    ٚأْ          ؼ١س         أطغش ِا ٠ّىٓ ٌشثٗ اٌذائشج           

ٚاٌخؾ اٌٛاطً ت١ٓ شثٗ اٌذٚائش  وٕرٛس ِغٍك ٚتالإذعاٖ اٌّٛظة ِىْٛ ِٓ          ؼ١س          ذمغ داخٍُٙ  

 ١ٌٚىٓ 

 اٌظغ١شج ٘ٛ 

   ,    -  ⋃(         )

 

   

 

 ٌزٌه ِٓ ٔظش٠ح وٛشٟ ٌٍشٚاعة ٔؽظً ػٍٝ 

   ∑   [    ]  ∫ ( )  

 

 ∫ ( )  

  

 ∫ ( )  

  

 ∑ ∫ ( )  

  

 

   

 

( )   فئْ  1-6ٚاٌّأخٛرج 2-6ذؽمك ششٚؽ إٌظش٠ح    . إرا وأد           ٚ  ا٢ْ ٌٕذع  ∞  

. . 

. 
. 

𝑏  𝑏  

𝐶𝑅 

𝐶  𝐶  
𝑧  

𝑧  
𝛤 
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   ∑   [    ]  ∫  ( )  

 

  

   ∑   ,    -

 

   

 

, أٞ أْ   ؼ١س       ِؼشٚتح تٛاعطح        ٌىٓ اٌذاٌح ( ) 

   ∑   [        ]  ∫      ( )  

 

  

   ∑   [        ]

 

   

 

 تّغاٚاج الأظضاء اٌؽم١م١ح ٚاٌخ١ا١ٌح ٌٍؼلالح الأخ١شج ٔؽظً ػٍٝ اٌّطٍٛب.

 

ظذ ل١ّح وٛشٟ الأعاع١ح ٌٍرىاًِ مثال .    

∫
 

    
  

 

  

 

ٚتّا أْ      ٌٙا ألطاب تغ١طح ػٕذ                              ( )  
    

اٌذاٌح انحم .      

( ٠ٕرط3-٠6مغ فٟ ٔظف اٌّغرٛٞ اٌغفٍٟ فئٔٗ ِٓ إٌظش٠ح )  

    ∫
 

    
  

 

  

       ,    -    (   ,    -     ,     -) 

    
  

  
   (

 

 
 

 

 
)  

 

  
 

 

  , ٌٙا ألطاب تغ١طح ػٕذ          ( )  
 

     
فئْ اٌذاٌح         ,  ( )  

 

     
ٌرىٓ اٌذاٌح مثال .    

 ٌىً    

   6
     

     
  7  

    

 
 

   6
     

     
   7  

     

 
 

( ٠ٕرط ٌٕا  4-6ٌزٌه ِٓ إٌظش٠ح )  

    ∫
        

     
  

 

  

     4
    

 
 

     

 
5      (      )    

    ∫
        

     
  

 

  

    4
    

 
 

     

 
5   (      )  
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Integral along a branch points    ذكامم انذوال مرعذدج انقُمح حىل وقاط انفرع 

 

 

تاعرصٕاء الألطاب ٌٍذاٌح.   ( ) تأٔٙا داٌح ١ِشٚف١ح إرا وأد ذؽ١ٍ١ٍح ػٍٝ اٌّغرٛٞ  اٌؼمذٞ   ٠ماي ٌٍذاٌح ذعرَف .    

 ِٗ  ٚلذ لاؼظٕا فٟ دساعرٕا اٌغاتمح إٌٝ اٌرؼشع ٌٙزا إٌٛع ِٓ اٌذٚاي ٚتىصشج ِٕٚٙا اٌذاٌح اٌىغش٠ح ٟ٘ داٌح ١ِشٚف١ح ِغ ػذد ِٕر

داٌح غـــ١ش     
 

   ِ ٍٗ ٓ الألطاب اٌثغ١طح.  ت١ّٕا اٌذاٌح  ٟ٘ دٚاي ١ِشٚف١ح ِغ ػذد غ١ش ِٕر ِٓ الألطاب ٚوزٌه           

١ٌظ لطثاً.  ١ِ0شٚف١ح لأْ    

 

٠ؼشف وا٢ذٟ:   فئْ اٌفشع ٌٍم١ّح      ػذد ؼم١مٟ ؼ١س          ٚالاْ ٌرىٓ  

            (  | |       ) 

                                        (            ) 

 ؼ١س | |            

ذؽ١ٍ١ٍح فٟ إٌّطمح                   ِٚٓ ٘زا ٔلاؼع أْ   

ِٓ إٌظش٠ح ا٢ذ١ح:    ∫    ( )

 ( )
  

 

 
 ٚتاعرخذاَ ٘زٖ اٌّؼٍِٛاخ ٔعذ ل١ّح وٛشٟ الأعاع١ح ٌٍرىاًِ اٌّؼرً 

 

  ( ) ػٍٝ اٌرشذ١ة ؼ١س        , إرا وأد    وص١شاخ ؼذٚد ِٓ اٌذسظح       ٌرىٓ وظرَح .        

ؼ١س              ( )     ( )

 ( )
ػٕذ ٔمطح الأطً ٚ    1ٌٙا ظزس ِٓ اٌشذثح ػٍٝ الأوصش    ٌىً       

 فئْ 

    ∫   
 ( )

 ( )
  

 

 

 
   

       
∑   [    ]

 

   

 

  
 ( ) 

 ( )
ألطاب غ١ش طفش٠ح ٌٍذاٌح اٌىغش٠ح     ؼ١س        

ٚاٌذائشج اٌرٟ ِشوض٘ا      وٕرٛس ِغٍك تغ١ؾ ٚتالإذعاٖ اٌّٛظة اٌّىْٛ ِٓ اٌذائشج اٌرٟ ٔظف لطش٘ا     ١ٌىٓ   انثرهان .   

 ٚاٌمطؼح اٌٛاطٍح ت١ّٕٙا ٚتاذعا١٘ٓ ِخرٍف١ٓ ٌرعٕة ٔمطح اٌفشع ٚػضٌٙا ٚؽش٠مح إخر١اس       ٚلــــــــــٛع  ٔخراس٘ا ٌؼّاْ 

ٚوّا ِٛػػ تاٌشىً      داخً اٌىٕرٛس               ٟ٘ٚ   ⁄  الألطاب ٌٍذاٌح اٌىغش٠ح 
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 تاعرخذاَ ٔظش٠ح وٛشٟ ٌٍشٚاعة ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

∫ ( )  

 

    ∑   [    ]

 

   

 

٠ىْٛ وا٢ذٟ   فئْ اٌّغاس    ∫  ( )  
 

 ٚترعضئح اٌرىاًِ 

        ,   -  ,   - 

 إرْ اٌرىاًِ فٟ اٌطشف الأ٠غش ٠ىْٛ 

              ( )                      ∫  ( )  

 

 ∫ ( )  

  

 ∫ ( )  

  

 ∫ ( )  

 

 

 ∫ ( )  

 

 

 

ؼ١س ػٕذ الرشاتٕا ِٓ     ٕٚ٘ا ٠عة أْ ٔىْٛ ؼزس٠ٓ ؼ١س اٌرىاًِ فٟ اٌؽذ٠ٓ الأخ١ش٠ٓ ِخرٍف١ٓ ذّاِا ٚرٌه لإخرلاف عؼح  

 إٌظف اٌؼٍٛٞ ٌٍّغرٛٞ فئْ

  | |    | | 

ا ِٓ إٌظف اٌغفٍٟ ٌٍّغرٛٞ ٠ىْٛ ت١ّٕ  

  | |    | |     

( ذىْٛ وا٢ذ6ٌٟزٌه فئْ اٌؼلالح )  

∫ ( )  

 

 ∫ ( )  

  

 ∫ ( )  

  

 ∫
   ( )

 ( )
  

 

 

 ∫
        ( )

 ( )
  

 

 

 

 ∫ ( )  

  

 ∫ ( )  

  

 (       )∫
   ( )

 ( )
  

 

 

 

فئْ   الاْ ٌٕذع          

 

. 

. 
. 

. 

. . 
. 

. 

. 

. 
. 

 𝑟  𝑅 
𝑋 

𝑌 
𝐶 

𝑅 
𝑧𝑘 𝑧𝑘   

𝑧  
𝑧  
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∫ ( )  

 

    
   

∫ ( )  

  

    
    

∫ ( )  

  

 (       )    
   

∫
   ( )

 ( )
  

 

 

 

 

 ٌزٌه فئْ اٌم١ّح الأعاع١ح ٌىٛشٟ ذىْٛ 

    ∫   
 ( )

 ( )
  

 

 

    
   
   

∫
   ( )

 ( )
  

 

 

                                                             

                                                  
 

       
*∫ ( )  

 

    
    

∫ ( )  

  

    
   

∫ ( )  

  

+ 

 ٚلإ٠عادٖ اٌرىاًِ اٌّؼرً ٠عة أْ ٠ىْٛ اٌؽذ٠ٓ الأخ١ش٠ٓ أطفاس ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

    ∫   
 ( )

 ( )
  

 

 

 
   

       
∑   [    ]

 

   

 

 

ؼ١س           ∫
    

 (   )
  

 

 
ظذ اٌم١ّح الأعاع١ح ٌىٛشٟ ٌٍرىاًِ  .    مثال  

ٌزٌه تاعرخذاَ إٌظش٠ح اٌغاتمح     ػٕذ إٌمطح اٌشارج  اٌذاٌح ٌٙا لطة تغ١ؾانحم .      

    ∫
    

 (   )

 

 

 
   

       
   ,    - 

 ٚػ١ٍٗ ٠ىْٛ 

    ∫
    

 (   )

 

 

 
   

       
4
    

  
5 
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إشثد أْ مثال .    

    ∫
     

    

 

 

 
    

 
 

ٕ٘ا عٕغرخذَ اٌذاٌح انحم .    

 ( )     
 

    
 

-     , -   , ٌّؽٛس اٌغ١ٕاخ ٚاٌذائشج                ع١رىْٛ ِٓ اٌمطؼح    ٌزٌه فئْ ِغاس اٌرىاًِ  

(6-6وّا فٟ اٌشىً )                     

 

 

 

 

 

 

6-6شىً                                 

                               

 

 

 

 

 

 تاعرخذاَ ٔظش٠ح وٛشٟ ٌٍشٚاعة فئْ 

∫
    

    
          ,    -  

    

 
  

  

 
 

 ٚتاعرخذاَ لاػذج ٌٛت١راي ٔغرط١غ أْ ٔصثد أْ 

   
   

∫ ( )  

  

    
   

∫ ( )  

  

   

 ٌٕؽظً ػٍٝ

. 

∧
 

𝑅  𝑅 𝑟  𝑟 

 𝑖 

 𝐶𝑟 
𝐶𝑅 𝐶 
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    ( ∫
  | |    

    

 

  

   ∫
     

    

 

 

)  
    

 
  

  

 
 

 ترغاٚٞ الأظضاء اٌؽم١م١ح ِغ تؼؼٙا ٔغرٕرط أْ 

    ∫
    

    

 

 

 
    

 
 

 

 

 

 

 

 

 جد راسب)باقً( الدوال الاتٌة -0

( )       -ا  
     

 
( )  -ب              

    

     

( )  - ج         
  

(   ) (   )
 

 التكاملات الاتٌةجد قٌمة كل من  -2

  

∫ -أ    
 

    
 

 
 

| |  حٌث        

∫-ب
     

 (   )  
| |  حٌث       

∫ ج
    ( ) 

         
  

  

 
 

 

 جد قٌم كوشً الاساسٌة لكل من التكاملات الاتٌة -3

∫   -أ
      

    
  

 

  
∫  -ب        

  

    

 

  
 

∫-ج
     

        
 

  
∫ -د                     

 
 
 

    
  

 

 
 

 

 اثبت ان  -4

    ∫
   (  )     (  )

     
 

 
(   ) 

 

 
          حٌث  

Homework 
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Conformal Mapping  الـتطبٌقات المطابـــــــقة  

 

٠غّٝ ِطاتماً ػٕذ ٔمطح إرا واْ ِؽافظاً ػٍٝ اٌضا٠ٚح ت١ٓ إٌّؽ١ٕاخ اٌّرماؽؼح ِٓ خـلاي       ( ) اٌرطث١ك   ذعرَف . 

 عؼح اٌضا٠ٚح ٚاذعا٘ٙا. 

ذؽ١ٍٍــــــ١ح    اٌّؼشف ػٍٝ ِعّٛػح ِفرٛؼح ٠غّٝ ِطاتماً إرا وأد     ٕٚ٘ان ذؼش٠ف آخش ٌٍرطث١ك اٌّطاتك ٚ٘ٛ أْ اٌرطث١ك  

 ِٚرثا٠ٕح )ٚاؼذ إٌٝ ٚاؼذ(.

.ٌٕٚثذأ تإٌظش٠ح ا٢ذ١ح ؼ١س ذؼطٟ اٌششؽ اٌؼشٚسٞ ١ٌىْٛ اٌرطث١ك ِطاتماً   

 

ِطاتماػًٕذ إٌمطح    .   فئْ      (  ) ٚوزٌه      ٚإٌمطح       ذؽ١ٍ١ٍا فٟ اٌّعاي    إرا واْ اٌرطث١ك وظرَح .    

ؼ١س          ( )       ( ) ِٚؼشفاْ تاٌّؼادٌر١ٓ   ِٕؽ١ٕاْ اٍِغاْ ٠رماؽؼاْ فٟ إٌمطح     ١ٌىٓ   انثرهان .        

ؼ١س    ػٍٝ اٌرشذ١ة ٚذغّٝ    ٟ٘ اٌضا٠ٚح ت١ٓ اٌّّاع١ٓ          فئْ اٌضا٠ٚح ت١ٓ          ؼ١س         

            ٚوّا  فٟ  اٌشىً    

         
 ( )          

 ٚأْ ( ) 

       (  ) فرىْٛ   (  )     أِا إٌمطح   

إٌٝ       ٚوزٌه ذٕمً      إٌٝ     ذٕمً       ٚالاْ ٌٕفشع أْ  

 ٌزٌه (( )  )     (( )  )    

(1-7ؼ١س                    شىً) اٌضا٠ٚح ت١ٓ اٌّّاع١ٓ ٌٍّغاس٠ٓ            ٚتزٌه ذىْٛ  

        
        

                                            

     ( ( )) ذّصً تاٌّؼادٌح        ٚتظٛسج ػاِح إرا أخزٔا   

 فئْ                                             (( )  )( )     

 ٌٙزا ٔغرٕرط أْ 

  
 (  )    (  )(  

 (  )) 

𝑇  
𝑇  

𝑐  

𝑐  

𝜃 
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 (  )    (  )(  

 (  )) 

تاعرخذاَ خاط١ح اٌغؼح اٌضا٠ٚح ت١ٓ ؼاطً ػشب ػذد٠ٓ ِؼمذ٠ٓ فئْ ٚ  

      
               

  

     
             

  

ٚػ١ٍٗ ٔغرٕرط أْ          (  ) (  )  ؼغة فشع إٌظش٠ح فئْ     ٚتّا أْ   

     
       

       
       

  

 ٚتٙزا ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا    . ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ . 

 

 

( )    ػٕذ إٌماؽ  ذطث١ماً ِطاتماً                       شُ ؼذد  إشثد أْ اٌرطث١ك .   1مثال       

ػٕذ ٘زٖ إٌماؽ.   صا٠ٚح اٌرذ٠ٚش ( )        

ؼ١س     (  
 

 
ِطاتماً ػٕذ ظ١ّغ إٌماؽ تاعرصٕاء   ( ( ٠ىْٛ 2-7ٌزٌه تاعرخذاَ إٌظش٠ح )     ( ) تّا أْ انحم .      

  ( )           ( )         (   )         

 ٌزٌه فئْ 

        ( )      

        ( )  
 

 
   

             (   )     

 

ٕٚ٘ا   ذغّٝ ٔمطح ؼشظح ٌٍرطث١ك    داٌح ذؽ١ٍ١ٍح غ١ششاترح فئْ إٌمطح     ؼ١س      ( ) إرا وأد ملاحظح :     

غ١ش ِطاتماً ػٕذ    .   ٠ىْٛ اٌرطث١ك ( )   

 

فئْ اٌرطث١ك        ( )    ٚ    (  )          (  ) فئرا واْ      داٌح ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ     ٌرىٓ .    وظرَح   

ِٓ اٌّشاخ.   تّمذاس     ٠ٛعغ اٌضا٠ٚح ػٕذ اٌشأط   

ٌزٌه ٠ّىٓ وراترٙا وا٢ذٟ   ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ      تّا أْ انثرهان .     

 ( )   (  )    (    )
      (    )

      

 ٚ٘زا ٠ؤدٞ إٌٝ 

      ( )   (  )  (    )
  ( )                                 

  . (  ) ذؽ١ٍ١ٍح ػٕذ      ٚأْ     ؼ١س ( ) 

 إرْ 

   (    )       (    )     (g(z)) 

فئْ      ػٍٝ طٛسج إٌّؽٕٟ    ١ٌٚىٓ ػٍٝ    . إرا وأد        ِٕؽٕٟ اٍِظ ٠ّش ِٓ خلاي إٌمطح      ١ٌٚىٓ  

ذؼطٝ تاٌظ١غح ا٢ذ١ح    ٚػ١ٍٗ فئْ صا٠ٚح ١ًِ اٌّّاع١ٓ ٌٍّٕؽ١١ٕٓ        
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   (    )       
    

   (    ) 

 ٚػ١ٍٗ ٔغرٕرط أْ 

     
    

(     (    ))  (     ( )) 

                                                       

 

       ( ) ؼ١س        

ػٍٝ اٌرشذ١ة   طٛس اٌّغاس٠ٓ                   ٚ اٌٍز٠ٓ ٠رماؽؼاْ فٟ إٌمطح      ا٢ْ ٌٕأخز اٌّغاس٠ٓ الأٍِغ١ٓ       

 ٌزٌه ٠ىْٛ ٌذ٠ٕا 

          (     )      

(.2-7ٚتٙزا ٠ٕرٟٙ اٌثش٘اْ ٚوّا ٚػػ فٟ اٌشىً)  

 

 

 

 

 

 

 

(.2-7شىً)  

إلى نصف للمســــتوي      *                + ٌنقل المربع       ( ) التطبٌق .   7مثال     

لاحظ أن  (3-7شكل)ال كما فً        
 

  
       

 

 
الذي ٌقع تحت القطع المكافئ       ( )  العلوي   

   ( ) بٌنما        ( ) ٌكون لدٌنا      وعند النقطة         لذلك ٌكون تطبٌقاً مقابلاً لكل         ( )     

من المرات  2توسع بـ   لذلك فإن الزاوٌة عند الرأس      

 

 

 

 

 

 

(3-7شكل)  

 

𝜔  𝑓(𝑧) 
𝜔𝑜  𝑓(𝑧𝑜) 

𝑘  

𝑘  

𝑐  
𝑐  

 𝛾 
  𝑧𝑜 

 𝛽 

𝑢 

𝑣 

  𝑧𝑜   

 𝑖 
   𝑖 

𝑥 

 𝑖 

 
𝜔𝑜        

𝑦 

𝜔  𝑧  
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Bilinear Transformations التحوٌلات ثنائٌة الخطٌة     

حٌث                                                                    ( )              
    

    
التحوٌل         

٠ّٚىٓ وراتٗ تاٌظ١غح(  Mobius transformation     موبٌوس  ثنائً الخطٌة تحوٌلاٌسمى عقدٌة ثوابت  وأن        

                 حٌث    (       )

لذلك التحوٌل ٌؤدي إلى دالة خطٌة  غٌر ثابتة وٌنقل   فإن الشرط            صبحٌ       عندما و     

فإن   الدائرة إلى دائرة والخطوط المستقٌمة إلى خطوط مستقٌمة أما عندما    

( )           
 

 
 

     

 
 

 

    
          (       ) 

( هً تركٌب دوال والتحوٌل 2تكون ثابتة ومن الممكن ملاحظة أن المعادلة )   وبالتالً فإن الشرط ٌحول دون إمكانٌة  

( عند 0حالة خاصة من التحوٌل )        
 

 
 

فإن  ( بالنسبة لـ 0وعند حل المعادلة )   

  
     

    
              (       ) 

ونكتب التحوٌل كالآتً    عندما        
 

 
فإن صورتها تكون    وعندما    

 ( )  
    

    
            (       ) 

  ( ) فإن          لذلك عندما    
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  ( )  
 

 
    . 

 

 
/ فإن       عندما    

إلى النقاط                      جد التحوٌل الذي ٌنقل النقاط .   0مثال                   

( ٌكون لدٌنا 0فإنه من المعادلة ) 0هو صورة  0بما الحل .   

  
 

 
   

 لذلك 

  
    

    
    ( (   )   )  

على الترتٌب    تحولت إلى          وكذلك     

 لذلك 

           

          

ان وعلٌه نستنتج بالجمع         

 لذلك فإن 

  
     

      
 

    

    
  

 

 

An Implicit Form    الصٌغة الضمنٌة (  نظرٌة    

على  إلى ثلاث نقاط مختلفة               ٌوجد تحوٌل ثنائً الخطٌة وٌكون وحٌداً ٌنقل ثلاث نقط مختلفة           

 الترتٌب والصٌغة الضمنٌة  تعطى بالصورة 
    
    

 
      
      

 
    

    
 
      

     
 

 البرهان: ٌترك كتمرٌن للطالب 

 

الاتٌةالنقاط  جد دالة ثنائٌة الخطٌة تنقل.   4مثال                   الى                 
(   )(   )

(   )(   )
 

(   )(   )

(   )(     )
الحل.                                         

فإن    وبحل المعادلة بالنسبة للمتغٌر  

  
 

 (   )   
 

 

الى نصف المستوي العلوي  | | جد التحوٌل ثنائً الخطٌة الذي ٌنقل الشكل داخل الدائرة   . 3مثال     

 إلى الشرٌط الأفقً.

على      وصور هذه القٌم هً                  دعنا نختار الحل .                      

(4-7)الترتٌب وكما موضح فً الشكل  

 𝑦 
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(4-7)شكل  

 لذلك من الصٌغة الضمنٌة نستطٌع أن نكتب التحوٌل
   

   
 
    

    
 

   

   
 

  
  (   )

   
 وعلٌه ٌكون                                                   

    ( ) إلى المستوي العلوي     | |  الذي ٌنقل    

 

 

 

 

 | | إلى داخل القرص     ٌنقل نصف المستوي الأٌمن         ( )  
   

   
إثبت أن التحوٌل ثنائً .   5مثال

بدلالة   الخطٌة  حٌث   نجد    الحل .   

  
   

   
 

 لذلك فإن 

  
   

   
 

    
 

 
(   )                                                                       وعلٌه ٌكون 

 
 

 
6
(   )(   )  (   )(   )

|   | 
7 

 
 

 
6
 (    )

|   | 
7  

  | | 

|   | 
                        

                                                   
  | | 

|   | 
 الآن بما أن                                                                                     

  | |            | |            

                        | |    

 

 

 

. 

 
. 

 
 

.   

. . 
. 

 

 

  

𝜔    𝜔    𝜔    
 

 

 
∨
 𝑢 

𝑣 
𝑥 

𝜔  𝑇(𝑧) 

𝑢 

𝑣 

𝑥 

𝑦 
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(5-7شكل)  

 .| | إلى القرص المفتوح      ٌنقل الشرٌط             ( )  
    

    
التحوٌل   .   0لمثا  

لذلك فإن    ٌمكن اعتباره على شكل تركٌب دالتٌن         ( )    
    

    
التحوٌل الحل .    

  
   

   
 

ٌنتقل إلى  الإحداثً )      ( ) هو نصف المستوي العلوي      تحت تأثٌر التطبٌق        الشرٌط      

والخط        ٌنتقل إلى الإحداثً السالب  (  الإحداثً الموجب  

)الإحداثً الموجب     | | إلى القرص         ( ) ٌنقل نصف المستوي العلوي        
   

   
 والآن التحوٌل 

(6-7)ٌنتقل إلى أعلى شبه الدائرة( كما موضح بالشكل     ٌنتقل إلى أسفل شبه الدائرة والإحداثً السالب  

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

(6-7شكل )  

 

 

هو أٌضاً عبارة عن تركٌب دالتٌن هما        
   

   
التحوٌل    . 2مثال  

  
   

   
        

إلى الشرٌط        (لماذا؟).      ( ) ٌنقل هذا التحوٌل المستوي      

𝑋 

𝑌 
𝑥 

𝑦 

𝑢 

𝑣 
  
  

    

  𝜔  
𝑒𝑧  𝑖

𝑒𝑧  𝑖
 𝜔  𝑖 

𝜔   𝑖 

𝒵     𝒵    

𝑧  𝜋𝑖 

𝑧    
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  تحوٌل         

ولنأخذ المثال الآتً     لنبدأ بالتحوٌل       

 

إلى المستوي   عدا الشعاع            | |  
 

 
ٌنقل الشرٌط الرأسً      ( ) التحوٌل .   8مثال       

 وكذلك        

متحققة. وهذا ٌؤدي إلى أن          
  

 
      

 

 
لذلك لكل قٌم    فإن     ( ) بما أن الحل .           

،مطابق تطبٌق  

 الآن                                                                                           ( )

وٌعطى بالمعادلة الوسٌطٌة التالٌة   هو منحنً فً المستوي     فإن صورة العمود      | |  
 

 
 فإذا كانت  

              ( )                                                                                                             

( فإن 4ومن المعادلة )   لكل قٌم       
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 ومن المعادلة                                                                          

نجد أن    

  

     
 

  

     
                           

القطع الزائد والذي فرع ٌنتقل إلى   لذلك فإن العمود      بؤرته   (   ) (    ) فً المستوي  زائدوهذه معادلة قطع    

فإن الفرع الأٌسر للقطع  
  

 
     واذا كانتالفرع الأٌمن  هفإن     

 

 
 ٌمر من النقطة (      )  تإذا كان

(7-7)وكما موضح بالشكل    هو المحور    الذي      المحور  زائد. صورةال   

 

 

 

 

 

 

 

 

(7-7)شكل   

الممثل بالمعادلة الوسٌطٌة   هو المنحنً فً المستوي          
  

 
   

 

 
 صورة الشرٌط الأفقً

                و            

     

نستطٌع كتابة المعادلة الآتٌة   
  

 
   

 

 
حٌث      لكل قٌم  

     
 

     
       و  

 

     
 

نستنتج أن     وباستخدام              

  

      
  

  

      
   

 وهذه معادلة قطع ناقص فً   ٌمرخلال النقاط (       ) (        )و(        ) (       ) 

القطع الناقص جزءوصورةالخط الأفقً هو  فإن                لذلك إذا كانت       وبؤرتٌه (    )

  .   ( ) ٌقع فً المستوي      إذا كان و         ( ) أعلاه الذي ٌقع فً المستوي فً المعادلة     

 

   ( )   حوٌلالت       
مفٌد جداً وخصوصاً فً التطبٌقات الفٌزٌاوٌة الذي ٌستخدم لحل الكثٌر من المسائل التً تتعلق بدرجات الحرارة  حوٌلهذا الت

 الساكنة وحركة الموائع والتً سندرسها لاحقاً.

 الآن لتكن                                                       

 حٌث                       (   )    (   )   

        𝑥 

𝑦 

𝑢 

𝑣 

𝜋

 
  𝜋

 
 

    
    

      
  

𝜔  𝑠𝑖𝑛 𝑧 
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 لذلك نستنتج أن 

      
 

     
         

 

     
  

 ومن المعادلة                                                                        

 نستنتج أن 

  

     
 

  

     
                           

لذلك فإن   (    )  ورأسه،        (   ) بؤرته  ثابت فً المستوي    وهذه معادلة قطع زائد بعد اعتبار أن  

      √(   )     √(   )     

 وبحل هذه المعادلة نجد أن 

( )                 (
√(   )     √(   )    

 
) 

  

 
   

 

 
 لذلك تكون  

 وبنفس الأسلوب نستطٌع أن نجد

       √(   )     √(   )     

 لذلك فإن

)      ( إشارة  )  
√(   )     √(   )    

 
) 

وموجبة إذا كانت      .   تكون سالبة إذا كانت       حٌث إشارة  

(        ) و(        )   باستثناء  هو تطبٌق مطابق ومتباٌن ٌنقل المستوي    التطبٌق  نلذلك فإ        

فً المستوي    .  
  

 
   

 

 
 إلى الشرٌط العمودي  

 

 

Riemann Mapping Theorem  ٌان للرواسم (منظرٌة   نظرٌة ر  

الى    تنقل المجال ةومتباٌن دالة تحلٌلٌة وحٌدةفإنه ٌوجد  العقدي مجال بسٌط متصل فً المستوي      المجال  إذا كان 

   (  ) (  )  و     فان     بحٌث انه اذا كانت        | | قرص الوحدة       

 

 

 The Schwaz-Christoffel Transformation   كرٌستوفل -وارزشتحوٌل    

إلى     هذا التحوٌل هو محل دراستنا هنا حٌث ٌقوم هذا التحوٌل بنقل المحور الحقٌقً ونصف المستوي العلوي للمستوي  

ول بعض المسائل فً تدفق السوائل والكهربائٌة حلوتطبٌقاته هً     مضلع مغلق بسٌط معطى وبداخله أٌضاً فً المستوي  

المسائل الفٌزٌاوٌة المهمة. منالتً تعتبر   

  الاتٌة وهذا التحوٌل ٌعطى بالصٌغة
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 ( )     ∫(    )
  (    )

   (    )
    

 

 

 

أعداد معقدة   و الأضلاع من     الزواٌا الخارجٌة للضلع المكون ً ه  حٌث              وأن           

ٌنطبق مع   إلى       للمضلع وهً المطلوب إٌجادها التً تجعل المتجه     هً الزاوٌة الخارجٌة عند الرأس         

(8-7ل)وكما فً الشك   إلى      إتجاه المتجه     

 

 

 

 

 

(8-7ل)شك  

بالإتجاه الآخر    عندما ٌكون الدوران عكس عقرب الساعة وأن       حٌث         نلاحظ أن        

 وعند الدوران حول محٌط المضلع نحصل على 

 ∑  

 

   

  ∑   أو      

 

   

    

فٌمكن التحكم بهما بالإنسحاب ، والتكبٌر والدوران والمقٌاس واتجاه المضلع فً المستوي    وبدورة كاملة، أما الثابتٌن     

كرٌستوفل على المحور الحقٌقً.  -هذا فٌما ٌخص صٌغة سوارز. للمضلع   تحول إلى     وان النقاط        

على المحور الحقٌقً  إلى ثلاث نقاط    التحوٌل الكسري الخفً لنصف المستوي العلوي إلى نفسه بنقل ثلاث نقاط من   

وهذا ٌعطٌنا حرٌة اختٌار النقاط بالإعتماد على المضلع للحصول على صورة كاملة لحل التكامل وهذه الحالة عندما ٌكون   

فً هذه الصٌغة.    لحذف الحدود المحتوٌة على       المضلع منتظما. وفً كثٌر من الأحٌان نختار     

 

 

 

كرٌستوفل الذي ٌنقل نصف المستوي العلوي الى المنطقة الداخلٌة للمثلث الذي رؤوسه  -جد تحوٌل سوارز.   2مثال  

       √  

لأن المثلث متساوي الأضلاع  
  

 
فإن الزواٌا الخارجٌة للمثلث هً  (9-7)من الشكل الحل .    

 

 

 

 

 

 

(9-7)شكل                                  

         
  

 
 كذلك 

. . . . .  . . 𝑓 
𝑥  𝑥  𝑥𝑛 

𝜋𝛼  
𝜋𝛼  𝜋𝛼𝑛 

𝜔  
𝜔  

𝜔𝑛 

𝑖√  

   
  

𝜃  

𝜃  
𝜃  

𝑥 
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 ( )   √    ( )      (  )  نختار قٌم مناسبة بحٌث تكون     

 لذلك فإن 

   ( )   ∫(    )
   
 (    )

   
     

 

 

 

              ∫(   )
  
 (   )

  
     

 

 

 

لذلك فإن      ( )        (  )  بما أن    

    ∫
 

(    )
 

 ⁄
  

  

 

   

     ∫
 

(    )
 

 ⁄
    

 

 

 

 فإذا فرضنا أن 

  ∫
 

(    )
 

 ⁄
  

  

 

 

  ∫
 

(    )
 

 ⁄
  

 

 

 

 فإن

  
|
   
  

|

|
  
  

|
 

  

   
 

  
|
   
  

|

|
  
  

|
 

   

   
 

من استخدام الجداول فً التكاملات فً موضوع التفاضل والتكامل  وٌمكن إٌجاد القٌم       

.     | | حول نصف المستوي العلوي إلى المنطقة   . 8مثال     

نختار ثلاث نقاط الحل .         (00-7)كما فً الشكل   

 

 

(00-7شكل )                                                                          

         
    

∧ ∧ 

     𝜋

 
 

 𝜋

 
 

𝜔  𝑓(𝑧) 
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كرٌستوفٌل نحصل على  -باستخدام صٌغة شوارز  

 

     ∫(   )
  
 

 

 

(   )
  
       ∫

  

√    

 

 

 

   
 

 
∫

  

√    

 

 

   
 

 
                                 

فإن     (  )       ( )  وبما أن     

  
   

 
   

  
   

 
    

    
 

 
وهكذا تصبح                 

  

 
إذن        

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 تطبٌقات فٌزٌاوٌة 
للدوال المطابقة من ناحٌة رٌاضٌة وذلك لكً ٌتعرف الطالب على أهمٌة دراسة هذه  الفٌزٌائٌة سنعرض هنا بعض التطبٌقات

المواضٌع وهذا ما نصبو إلٌه من خلال هذا العرض وٌمكن للطالب أن ٌطلع على الكثٌر من التطبٌقات الموجودة فً مراجع 

والهندسة. كثٌرة التً تعطً للموضوع وصفاً دقٌقاً وتعالج الكثٌر من المسائل فً الفٌزٌاء  

 

Heat Flow التدفق الحراري   -أ    

منطقة بسٌطة الإتصال التً   . ولتكن  نفرض أن الحرارة تتدفق خلال جسم صلب متجانس ذا بعدٌن وفً حالة إتزان   

منحنً مغلق وأملس   هو دالة مستمرة معقدة ولتكن     لا تحتوي على تصرٌف حراري فإن متجه التدفق الحراري ( ) 
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لذلك حسب نظرٌة مورٌرا فإن       ∫      
فإن التدفق الحراري إلى خارج المنطقة ٌعطى بالصٌغة        داخل  

لذلك    دالة تحلٌلٌة داخل  

( )                ( )           ( )              

(تسمى قانون فورٌه 6لاتعتمد على الزمن فإن معادلة )  وبفرض أن درجة الحرارة           ( )  حٌث        

عدد ثابت ودرجات    حٌث     ( )  وهذا بطبٌعة الحال ٌؤول إلى أن ٌكون التدفق الحراري عمودٌاً على المنحنٌات    

منحنٌات تدفق درجات الحرارة المتساوٌة تكون ثابتة.   ( ) مستقٌمة ولهذا الحرارة تكون متساوٌة على نقاط هذه الخطوط ال  

 

(00-7)الشكلً درجات الحرارة وكما ف  التً تمثل منحنٌات تساوي الحرارة للشرٌحة المظللة و    أوجد   . 1مثال   

 

 

 

 

 

 

(00-7)شكل                                 

 

تنقل الشرٌحة المظللة إلى                 
 

 
لنبحث عن التطبٌق الملائم لذلك نجد أن الحل .            

 وهً تمثل الجهد الكهربائً 

     
 

 
     

 

 
     

 

 
       

 

 
     

 

 
  

 وبذلك نجد أن 

  

     
 
 
 

  

     
 
 

   

خطوط تساوي الحرارة قطوع زائدة.    ولذلك فإن  

 

Electrostatic الكهربائٌة الساكنة  -ب   

الذي ٌنشأ من التجاذب والتنافر لنظام من الشحنات الإختٌاري.    ( ) منطقة بسٌطة الإتصال وتكون مكملة للحقل     لتكن  

لا ٌحتوي على شحنات لذلك    منحنً مغلق أملس داخل      لٌكن  

∫    

 

    

دالة    )المركب( للحقل و عقديوهً الجهد ال    ٌسمى جهد الحقل وأن الدالة الأصلٌة لها هً             حٌث  

دالة الجهد ومن معادلتً كوشً رٌمان فإن     القوى و  

   (      )         

هً خطوط القوى وتساوي الجهد على الترتٌب.    ( )             ( )  وأن          

𝑢    

𝑢      
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أوجد خطوط تساوي الجهد للحقل المكون من مكثف لوحٌن لهما صورتا أنصاف مستوٌات تقع فً مستو واحد   .   01مثال

وأن أي مقطع عمودي على المستوٌات ٌعطً حقل مستوي له         وحوافه المتوازٌة متباعدة بمسافة    وفرق جهد    

  (02-7)قطعان كما فً الشكل

 

 

 

 

 

(02-7)شكل             

 

وعلٌه تكون خطوط تساوي الجهد هً القطوع      | |    ٌصور النطاق فوق      
   

 
     .

 

 
/ التحوٌل الحل .    

 الزائدة 

  

        
   

 
  

        
   

   

 

 

Fluid Flow  حركة الموائع  -ج  

 نفرض أن سرعة إنسٌاب سائل معٌن على المستوي المركب عند النقطة         هً  

 (    )   (    )    (    ) 

وكما ملاحظ أنه من خلال انسٌاب أي سائل فهل هو متساوي الإستمرارٌة وهل الإنسٌاب دورانً لذلك فإذا كان متساوي 

 الإستمرارٌة والذي ٌحقق 

( )                                 

 وغٌر دورانً والذي ٌحقق

( )                                

 ( ) ( نستنتج أن 8(،)7ومن المعادلتٌن أعلاه )       

فإنه    ( ) هً    تحلٌلٌة فإذا كانت أصل المشتقة للدالة ( ) 

 ( )   (    )    (    ) 

عطً خطوط تساوي الجهد وكــــــــذلك ت كمٌة ثابت    (    ) تمثل دالة الجهد وعلٌه ٌكون     وٌمكن إثبات أن (    ) 

كمٌة ثابتة تعطً خطوط التٌار للسائل ومن المعروف أٌضاً لدٌنا أن الحقل المغناطٌسً ٌتمٌز بنقطة إنطـــــلاق     (    ) 

ضمن شروط فٌزٌائٌة محددةتكون أثناء حركة السائل توهً القطب الموجب ونقطة اللقاء هً القطب السالب لذلك ٌمكن أن   

 نقطة التقاء ونقطة إنطلاق.

التً تمثل الجزء الحقٌقً    (    ) لذلك أولا نجد    تحوٌل مطابق باستثناء           ( )     
   

   
.   00مثال

 لتكن 

التً تمثل الجزء الخٌالً وعلٌه    ودالة التٌار (    ) 

𝑢𝑜  𝑢𝑜   
 𝑏 𝑏 𝑥 

𝑦 
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 (    )          
   

   
 

 

خطوط التٌار تمثل بالشكل الآتً  فإن    وبفرضها كمٌة ثابتة وتساوي  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 وهً دوائر مركزها عند المحور  وتمر بالنقطتٌن         

 

ٌنقل المستوي    (03-7)إلى الشكل     ( )   
 

 
  

 

التحوٌل المطابق .   07مثال (   )   

 

 

 

(03-7)شكل        

 

 

 

 (    )        ( ) فتتكون منحنٌات المستوي للتطبٌق   

(04-7)تمثل إنسٌاب سائل ٌواجه سداً كما فً الشكلالتً ممكن اٌجادها من خلال دراستنا السابقة فإن هذه المنحنٌات   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( 04-7)لشكل  

𝑁(𝑥 𝑦 ) 
𝑥      
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 وإذا كان ماٌعٌق السائل كرة فإنه ٌمثل بالشكل عند فرض إتجاه الحركة بالإتجاه الموجب للمحور 

 

 

 

 

 

 

 

 

 وجمٌعها لدٌها معادلات توافقٌة تمثل خطوط 

 الإنسٌاب.

(05-7شكل )  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الاتٌة مطابقة بٌن اٌن تكون الدالة -0

     

Homework 
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( )  - أ       

 

 تحت تاثٌر التطبٌقات الاتٌة        حٌث     و     جد صورة المستقٌم    -2

( )  -ا ( )  -ب                         

 

جد صورة قطعة المستقٌم  -3
  

 
   

 

 
| |حٌث      والمستقٌم العمودي     ،   

 

 
تحت تاثٌر التطبٌق  

 ( )      . 

 

  تحت تأثٌر التطبٌق        جد صورة المستوي  -4
 (   )

   
. 

 

  تحت تأثٌر التطبٌق       جد صورة الشرٌط الافقً  -5
 

   
. 

 

 .        *  كرٌستوفل الذي ٌنقل نصف المستوي العلوي  الى المنطقة -جد تحوٌل شوارز -6

 

(   ) اذا كانت دالة توزٌع الجهد الكهربائً المعرقة بالمعادلة  -7 ثابت ٌعتمد على الشروط   حٌث  ( )       

 (   )     (   )  (   ) ثم جد  ( ) .جد   

 


