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 أ.د. عبذ انرحًٍ سهًاٌ جًعتأستار انًادة : 

 انتحهيم انعقذي اسى انًادة بانغت انعربيت :

 Complex analysisاسى انًادة بانهغت الإَكهيزيت : 

 نلإشتقاق انقابهت انذوال بانهغت انعربيت: انخايستاسى انحاضرة 

 Differentiable functions بانهغت الإَكهيزيت : انخايستاسى انًحاضرة 
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 انخايستيحتوى انًحاضرة 

 (Differentiable functions: )انذوال انقابهت نلإشتقاق 2-6

 دكذب ةانشككم   ػُذ    فئٌ يشذقج انذانج      نهُقطج يؼشفج ػهٗ كم َقاط اندٕاسػقذٚج دانج    نذكٍ  : 5-2تعريف

 ٔدؼشف ةانًؼادنج  (  )  

                           (  )     
    

 ( )   (  )

    
                                              ( )     

 ةششط أٌ انغاٚج يٕخٕدث.

                        إرا دحقك  انشكشط أػكفِ فكئرا ٔ كؼُا      ػُكذ انُقطكج قاةهكج نشتكذقا     َٔقٕل انذانج 

 ًٚكٍ إػادث صٛاغذٓا ةانصٕسث  (  )   فئٌ ( )فٙ انًؼادنج

  (  )     
    

 (     )   (  )

  
 

  اٌٜ نذكٍ 
  

  
( )       فئٌ انشيض   كاٜدٙ  نهًشذقج ٚكٌٕ يؼشفا   ( )     (  )  

  (  )  
  

  
    

    

  

  
 

( )  نذكٍ :  22-2يثال    ( )     إعذخذو انذؼشٚف لإٚداد     

 :انحم

  (  )     
    

 ( )   (  )

    
                                                                                  

        
    

     
 

    
    

    

(    )(    )( 
    

 )

    
    

  

( )   دكٌٕ     ٔةشكم ػاو فئٌ انصٛغج انُٓائٛج نهًشذقج ةؼذ إعقاط  ٔيٍ اندذٚش ةانكزكش ُْكا أٌ اكٕا        

انذٔال  انؼقذٚج ْٙ َفغٓا إا  يشذقاح انذٔال انحقٛقٛج ةالإ افج ػُكذ سغكاا انغاٚكج فٛدكب أٌ َُذتكّ نهقكٛى  يشذقاح 

فكئرا ٔخكذَا يغكاسٍٚ يخذهفكٍٛ نٓكزِ انغاٚكج فكئٌ      ػهكٗ يغكاس  لادؼذًكذ انغاٚج نٓزِ انقًٛكج سٛث    انؼقذٚج 

 نشتذقا  ٔدٕ ٛح رنك فٙ انًثال اٜدٙ: انذانج  انؼقذٚج دكٌٕ غٛش قاةهج

( ) إرا كاَخ انذانج  : 22-2يثال   اثتخ أَٓا غٛش قاةهج نشتذقا  . ,   

 :انحم
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انًكٕاص٘ نهًحكٕس  ػهكٗ طكٕل انخكظ    الأٔل نهُقطكج  َكذسط انغاٚكج نًغكاسٍٚ يخذهقكٍٛ نهُقطكج  ا فكئرا ككاٌ الإقذكشاا

 ا ٔػهّٛ ٚكٌٕ          فئٌ انحقٛقٙ

   
    

 ( )   (  )

    
    

(     ) (      )

 (     )   (      )

(     )  (      )
 

 

                                 
(     ) (      )

(     )  (      )

(    )   (     )
 

 

           
(     ) (      )

    

    
   

ٔػهٛكّ                        فكئٌ   ػهٗ طٕل انخظ انًٕاص٘ نهًحٕس انذخٛهٙ    أيا إرا كاٌ الإقذشاا نهُقطج 

     ٚكٌٕ

 

   
    

 ( )   (  )

    
    

(     ) (      )

 (     )   (      )

(     )  (      )
 

 

                                 
(     ) (      )

(     )  (      )

(     )   (    )
 

 

                     
(     ) (      )

  (    )

 (    )
    

( ) ٔيٍ أػفِ َدذ أٌ   غٛش قاةهج نشتذقا  لإاذفف قًٛج انغاٚج.     

( ) نذكٍ انذانج  انؼقذٚج انًؼشفج ةذلانج انقٛى انحقٛقٛج كاٜدٙ :  22-2يثال  انًشذقج يٕخكٕدث فقكظ  إثتخ أٌ  | | 

 ٔنٛظ فٙ أ٘ يكاٌ آاش. ػُذ انصفش

  :انحم
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|    |  | | 

  
 

(    )(    )    

  
                     ( )  

 

       
  

  
                                                                        

                                          ٚكٌٕ نذُٚا 0ٔكًا فٙ انًثال أػفِ ٔةُفظ الإدداْاح إنٗ انُقطج 

  فئٌ  (    )    ٔػهّٛ ػُذيا ٚكٌٕ  ػهٗ انذشدٛب    

  

  
        

 (    )   ٔػُذيا 

  

  
        

 فئٌ        ُْٔا إرا كاَخ انغاٚج يٕخٕدث ٔٔسٛذث ػُذيا 

        

ٔػهّٛ فئٌ 
  

  
  ٔلإثتاح أٌ     يٕخٕدث ػُذ غٛش  

  

  
  ( ) ٕخٕدث فئَّ يٍ انؼتاسثي  

  

  
َٔغذُذح أٌ         ٔػُذيا         

  

  
 . يٕخٕدث  

ةهٛكج الإتكذقا  نهذانكج ةًُٛا ْزِ انذانج يغذًشث ػُذ كم َقاط انًغذٕ٘ نزنك الإعذًشاسٚج  نهذانج ػُذ َقطج لا دؤد٘ إنٗ قا

  ( ) َقطكج فئَٓكا يغكذًشث ػُكذ دهكك انُقطكج ٔنتشُْكج رنكك َفكشل أٌ انذانكج   كاَخ انذانج قاةهج نشتذقا  ػُكذةًُٛا إرا 

 ا ٛا  كاٜدٙ:َٔكذب ْزا سٚ    قاةهج نشتذقا  ػُذ

   
    

( ( )   (  ))     
    

 ( )   (  )

    
   
    

(    ) 

        (  )      

                                  
    

 ( )  ٔيٍ ْزا َدذ أٌ                                              (  )  

 .     ػُذ َقطج   ْٔزا دؼشٚف يكافئ نشعذًشاسٚج نهذانج 

 : خواص انذوال انقابهت نلإشتقاق 2-7
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عُؼشل ُْا قٕاػذ انذٔال انقاةهج نشتذقا  ٔانذٙ دؼذتش غٛش يخذهفج ػٍ إاصٓا فٙ انذٔال انحقٛقٛكج تككف  ٔعكُذش  

 انتشْاٌ دًشُٚا  نهطانب.

 ا فئٌ   دٔال قاةهج نشتذقا  ػُذ انُقطج        نذكٍ كم يٍ : 6-2َظريت 

(  ( ))
 
    ( )           

(   ) ( )    ( )    ( )           

(  ) ( )    ( ) ( )   ( )  ( )           

(
 

 
)
 

( )  
  ( ) ( )   ( )  ( )

( ( ))
     ( )             

(   ) ( )    ( ( ))  ( )           

  ( ) ( )   فئٌ                إرا كاَخ     

  ( ) ( )   فئٌ                    إرا كاَخ      

  (Riemann's Equations-Cauchy: )ريًاٌ –يعادنتي  كوشي  2-8

نهذانكج       فٙ ْزا انتُذ َحصم ػهٗ صٔج يٍ انًؼادلاح راح انًشذقاح اندضئٛج يٍ انشدتج الأٔنكٗ نهكذٔال انحقٛقٛكج 

 انذٙ دكٌٕ ةانشكم اٜدٙ: ٔ     انقاةهج نشتذقا  ػُذ  انؼقذٚج

 ( )   (   )    (   ) 

 .G.F ٔانؼانى الأنًاَٙ  A.L. Cauchyْٔزا انضٔج يٍ انًؼادلاح أكذشف عاةقا  يٍ قتم انؼانى انشٚا ٙ انفشَغٙ  

Riemann. 

 َٔتذأ ةٕ غ

    (     )   (  )                        

    [ (           )   (     )]                                        

  [ (           )   (     )] 

   دؼطٗ ةانصٕسث اٜدٛج:   (  )  نُفشل أٌ انًشذقج 

               (  )     
    

  

  
                                                                 ( ) 
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 يٕخٕدث ا نزنك ٚكٌٕ نذُٚا 

  (  )     
(     ) (   )

(  
  

  
)      

(     ) (   )
(  

  

  
) 

ااصج إرا كاٌ الأقذشاا  ةأ٘ طشٚقج َخذاسِ ٔةصٕسث (   )  دزْب إنٗ (     ) ٔيٍ افل يا ٔسد أػفِ فئٌ 

   فئٌ  (    ) أفقٛا  افل انُقطج (   )  إنٗ
  

  
  دصتح    

  

  
 

 (        )

  
  

 (        )   (     )

  
 

 نزنك

   
(     ) (   )

(  
  

  
)     

    

 (        )   (     )

  
   (     ) 

 ٔٚكٌٕ

   
(     ) (   )

(  
  

  
)     

    

 (        )   (     )

  
   (     ) 

 ( )ٔةكانذؼٕٚ  فكٙ   (     )  ػُكذ انُقطكج    نهًذغٛكش ْٙ انًشذقاح اندضئٛكج الأٔنٛكج ةانُغكتج        سٛث أٌ 

 َغذُذح أٌ

  (  )    (     )     (     ) 

  فئٌ (    )ػًٕدٚا  افل انُقطج      ٔاٌٜ ٔةُفظ انطشٚقج ةئيكاَُا أٌ َذع 
  

  
        دصتح  

  

  
 

 (        )   (     )

   
  

 (        )   (     )

   
 

  (        )   (     )   
 (        )   (     )

  
 

 نزنك ٚكٌٕ 

   
(     ) (   )

(  
  

  
)     

    

 (        )   (     )

  
   (     ) 

 ٔأٚضا  ٚكٌٕ
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(     ) (   )

(  
  

  
)     

    

 (        )   (     )

  
    (     ) 

  ( )ٔةككانذؼٕٚ  فككٙ  (     ) ػُككذ انُقطككج   ةانُغككتج نهًذغٛككشْككٙ انًشككذقاح اندضئٛككج الأٔنٛككج       سٛككث أٌ 

 َغذُذح أٌ

  (  )    (     )     (     ) 

                        [  (     )     (     )] 

 فٙ كهذا انحانذٍٛ َغذُذح أٌ  (  )    ٔيٍ قٛى انًشذقج

  (     )    (     )     (     )     (     ) 

   .(Cauchy-Riemann Equations) ًْٔا يؼادنذٙ كٕتٙ ٔسًٚاٌ 

ٔيٍ انًًكٍ دهخٛص انُذائح انذٙ سصهُا ػهٛٓكا أػكفِ ككاٜدٙ يكٍ اكفل إػطكاط انشكشط انضكشٔس٘ نذحقٛك  يؼكادنذٙ 

 كٕتٙ سًٚاٌ .

( )   (  )   نكككذكٍ  : 7-2َظريةةةت   (   ) فكككئٌ              يٕخكككٕدث ػُكككذ انُقطكككج  (   )   

 سًٚاٌ  –ٔدحق  يؼادنذٙ كٕتٙ    (     ) يٕخٕدث ػُذ انُقطج      انًشذقاح اندضئٛج الأٔنٗ نهذٔال 

              

 ًٚكٍ كذاةذٓا ةانصٕسث  (  )   ٔانذانج 

  (  )         

( )  نذكٍ :  22-2يثال   . سًٚاٌ-إثتخ آَا دحق  يؼادنذٙ كٕتٙ      

( )  ةذلانج انقاةهج نشتذقا   ( )   كذاةج انذانجَؼٛذ : انحم   (   )  نزنك ٚكٌٕ نذُٚا  (   )   

 ( )                (       ) 

 إرٌ  

 (   )   (       )  (   )              

                 اٌٜ َدذ كم يٍ  

                  (       ) 

                            (       ) 
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 سًٚاٌ يذحققج سٛث أٌ -َفسظ أٌ يؼادنذٙ كٕتٙ

                    

-يٍ افل انُظشٚج الادٛج سٛث أٌ انذانج انذٙ دحقك  كٕتكٙ اٌٜ َؼطٙ انششط انكافٙ نكٙ دكٌٕ انذانج قاةهج نشتذقا 

 سًٚاٌ نٛظ ةانضشٔسث أٌ دكٌٕ قاةهج نشتذقا .

    يؼشفج كاٜدٙ:  ( ) نذكٍ انذانج   :8-2َظريت

 ( )   (   )    (   ) 

 َٔفشل أٌ       )   افل خٕاس انُقطج )

  يٕخٕدث ػُذ كم َقطج يٍ َقاط اندٕاس.       . انًشذقاح اندضئٛج الأٔنٗ نهذٔال أ

 سًٚاٌ  -ٔدحق  يؼادنذٙ كٕتٙ   (     ) أٚضا  يغذًشث ػُذ     . انًشذقاح اندضئٛج الأٔنٗ نهذٔال ب

              

     ٔقًٛج انًشذقج ػُذئزٍ ْٙ (     )  قاةهج نشتذقا  ػُذ ( ) فئٌ انذانج ,  (     ) ػُذ 

  (  )    (     )     (     ) 

|  |    سٛث             نٛكٍ انششطاٌ الأٔل ٔانثاَٙ يذحققاٌ ٔنذكٍ  انبرهاٌ:    

(     )                    ةالإ افج   (  )                                    

                         

 سٛث 

    (           )   (     ) 

    (           )   (     ) 

 ٔػهّٛ ٚكٌٕ نذُٚا 

     (     )      (     )              

     (     )      (     )              

      (         )                سٛث 

(     )      ػُذيا      (   ) 
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 فٙ انًؼادنج َحصم ػهٗ        ةانذؼٕٚ  ػٍ قٛى  

     (     )      (     )               

             [  (     )      (     )             ] 

 سًٚاٌ سٛث-ٔيٍ يؼادنذٙ كٕتٙ

              

 نزنك ٚكٌٕ

  
  

  
   (     )     (     )  (      )

  

  
 (      )

  

  
         

|  | ٔنكٍ   |  |  |  |  ْزا ٚؤد٘ انٗ   |  | 

  

  
   

  

  
   

 َٔغذُذح أٌ 

|(      )
  

  
|  |      |  |  |  |  |  

|(      )
  

  
|  |      |  |  |  |  | 

ٚقذشا يكٍ انصكفش              ْٔزا ٚؼُٙ أٌ انطشف الأًٍٚ نكف انًذغٛشٍٚ ٚزْتاٌ نهصفش كًا انًذغٛش

 يٕخٕدث.    (  )  دكٌٕ انذانج    نزنك

( ) انذانج    ٌا اثتخ: 25-2يثال       [   (     ) قاةهج نشتكذقا  ػُكذ ككم   [(     )     

 . َقاط  

 :انحم

 (   )         (     )    (   )         (     ) 

                (      )             (      )  

                   (      )             (      ) 
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  خًٛؼٓا دٔال يغذًشث نكم قٛى               سًٚاٌ يذحققج ةالإ افج إنٗ إٌ -َغذُذح يٍ رنك أٌ يؼادنذٙ كٕتٙ

 قاةهج نشتذقا  ٔنحغاا انًشذقج َغذطٛغ كذاةج  ( ) نزنك دكٌٕ انذانج  ٔ  (   )

  ( )              [     (      )        (      )]   

                                  [     (      )        (      )] 

( )  انذانج  :26-2يثال   قاةهج نشتذقا  ػهٗ انُقاط انذٙ دقغ ػهٗ انًغذقٛى (      )         

 . فقظ      

 لإثتاح رنك َفسظ أٌ : انحم

 (   )            (   )         

 ٔةحغاا انًشذقاح اندضئٛج ٚكٌٕ نذُٚا 

  (   )            (   )        

  (   )                             (   )     

    أ٘ أٌ                فقظ إرا كاٌ  سًٚاٌ دكٌٕ يذحققج-انًشذقاح اندضئٛج أػفِ يغذًشث ٔيؼادنذٙ كٕتٙ

  (   )     (   ) 

ٔةُككاط  ػهككٗ انُظشٚككج         سًٚككاٌ يذحققككج إرا كككاٌ-ٔػهٛككّ دكككٌٕ كٕتككٙ        ْٔككزا يكككافئ إنككٗ أٌ 

 .        اةهج نشتذقا  فقظ ػُذ انُقاط انذٙ دقغ ػهٗ انًغذقٛىق     فئٌ  انغاةقج

  :بانصيغت انقطبيت ريًاٌ-يعادنتي كوشي 2-9

   :دكذب ةانصٕسث اٜدٛج ( )  فئٌ انذانج   (   )ػُذ اعذخذاو الإسذاثٛاح انقطتٛج 

 ( )   (    )   (   )    (   ) 

ٔةشْآَا   سًٚاٌ ةانشكم انقطتٙ-دٔال سقٛقٛج ٔانُظشٚج اٜدٛج دٕ ح نُا كٛفٛج كذاةج يؼادنذٙ كٕتٙ     سٛث 

 كذًشٍٚ نهطانب. ٚذش 

( ) نذكٍ : َظريت 2-22   (   )         دانج يغذًشث يؼشفج ػهٗ خٕاس انُقطج  (   )   
فئرا      

   سًٚاٌ-يؼادنذٙ كٕتٙٔ  (     )   يغذًشث ػُذ انُقطج                ج  اندضئٛكاَخ انًشذقاح 

  (     )  
 

  
  (     )     (     )  

  

  
  (     )   
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      دكذب ةئسذٖ انصٛغ اٜدٛج  (  )   ٔيشذقذٓا     ػُذ قاةهج نشتذقا   ج  يذحققج فئٌ انذان

  (  )       [      ]                      

  (  )  
 

  
 أٔ             [      ]     

( )   نذكٍ انذانج  :28-2يثال  
 

 
سًٚاٌ ةانصٛغج انقطتٛج -يؼادنذٙ كٕتٙ ةئعذخذاو  ( )   أكذب     سٛث 

 نغٛش صفشٚج. ا   نشتذقا  نكم قٛى    قاةهج ٔإثتخ أَٓا

  :انحم

 ( )  
 

 
 

 

    
 

 

 
     

                                    
 

 
(          )           (   ) 

                    (   )  
    

 
    (   )  

      

 
 ةًا أٌ                           

 سًٚاٌ ةانصٛغج انقطتٛج كاٜدٙ:-اٌٜ َكذب يؼادنذٙ كٕتٙ

     
    

 
             

      

 
      

   ٔةالإػذًاد ػهٗ انُظشٚج انغاةقج َدذ أٌ      قاةهج نشتذقا  ػُذ  ( ) ٔةًا أَٓا يذحققج ا نزنك فانذانج 

  ( )      
    

  
 

  

(    ) 
  

 

  
  

 


