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 انتربيت نهعهوو انصرفتكهيت : 

 انرياضياث انقسى او انفرع :

 انرابعتانًرحهت: 

 عبد انرحًٍ سهًاٌ جًعتأ.د. أستاذ انًادة : 

 انتحهيم انعقدي اسى انًادة بانغت انعربيت :

 Complex analysisاسى انًادة بانهغت الإَكهيزيت : 

 كورساث -كوشي َظريت بانهغت انعربيت: انعاشرةاسى انحاضرة 

 Cauchy-Goursat Theorem :بانهغت الإَكهيزيت  انعاشرةاسى انًحاضرة 
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 انعاشرةيحتوى انًحاضرة 

 )Goursat Theorem-Cauchy): كورساث -َظريت كوشي 4-4

فٖ ُزا الفظل سٌعشع ًظشٗت حعخبش الوحْس الشئ٘سيٖ فيٖ ًظشٗيت اليذّات راث الوخت٘يشاث  العوذٗيت ّاعيغ ًخ ئ ِي   

 الوْسعت ّرلك ا سخخذام عذد هع٘ي هي الوٌطلو ث الخ طت . 

ّائح  ٍ عكس عوشب الس عت ّلخكي  ( )               ُْ ك ًخْس هتلق اس٘ؾ      أه  اٙى لٌفشع أى 

 لزلك س٘كْى لذٌٗ        داخل ّعلٔ هح٘ؾ     ححل٘ل٘ت عٌذ كل ًوطت هي ًو ؽ    الذالت 

∫  

 

( )   ∫  

 

 

( ( ))  ( )   

( )  ّإرا فشػٌ  أى    ( )    ( )    ( )   (   )    (   )        

     ًسخٌخج   ت فئًَ ّ اعذ إجشاء الخك هل علٔ الو٘وت الحو٘و٘

∫  

 

( )   ∫(   ( )     ( ))

 

 

    ∫(   ( )     ( ))

 

 

   

( ) ّلِزا ٗكْى اعذ ّػع                        

  ∫  

 

( )   ∫        

 

  ∫        

 

                           ( ) 

إلٔ حك هل ثٌ ئٖ ا سخخذام ًظشٗت كشٗي ّالخٖ  (3)حك هل الوس سّهي ًخ ئج الخف ػل ّالخك هل فئًٌ  ًسخط٘ع ححْٗل 

هع هشخو حِ  ال زئ٘ت الأّلٔ هسخوشة علٔ جو٘ع   (   )  (   )  أًَ إرا ك ًج الذّات الحو٘و٘ت حٌض علٔ

   فئًَ   ححْٕ علٔ جو٘ع الٌو ؽ الذاخل٘ت ّعلٔ هح٘ؾ الك ًخْس الوتلق البس٘ؾ الخـٖ   الوٌطوت الوتلوت  

∫        

 

 ∬(     )    

 

 

 ّلِزا   لزلك حكْى هسخوشة داخل   ححل٘ل٘ت فٖ    ت ّاو  أى الذال

∫  

 

( )   ∬(      )    

 

  ∬(     )    
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 سٗو ى هخحووت لزلك ٗكْى لذٌٗ -ّح٘ث أى هع دلخٖ كْشٖ

∫ ( )     

 سع عشش ّكو  أسلفٌ  حعخبش هي الٌخ ئج الوِوت فٖ الخك هل  العوذٕ.ُزٍ الٌخ٘ ت حظل علِ٘  كْشٖ فٖ الوشى الخ 

 فئى ك ًخْس هتلق اس٘ؾ     إرا ك ى   :7-4يثال

∫    

 

     

( )   ّرلك لأى الذالت ححل٘ل٘ت فٖ جو٘ع الٌو ؽ ا لإػ فت إلٔ أى         
 .هسخوشة كزلك   

 ٗوكي إلت ءٍ إٔ اى     أّت هي اشُي أى ششؽ الاسخوشاسٗت لـ Goursatٌُّ  ح ذس الإش سة إلٔ أى الع لن كْسس ث 

ّعلَ٘ حن حٌو٘ح الٌخ٘ ت الخٖ حظل علِ٘  كْشٖ احزف ششؽ    للذالت الخحل٘ل٘ت    ٗشخشؽ أى حكْى هسخوشةلا    

   فٖ الٌظشٗت الو دهت . ِكْسس ث ّالخٖ سٌعشػ-ُّزٍ الٌخ٘ ت سو٘ج ًظشٗت كْشٖ     للوشخوت الإسخوشاسٗــــت 

) ك ًخْس هتلق اس٘ؾ ( ٗوع داخل   ّ       ححل٘ل٘ت علٔ الو  ت الوخظل البس٘ؾ   إرا ك ًج الذالت :2-4َظريت

 ف ى   

∫  ( )  

 

    

 هي ًظشٗت كشٗي ً ذ أى   :انبرهاٌ

∫ (   )    (   )   ∬(      )       

 ّكزلك 

∫  (   )    (   )  

 

 ∬(     )    

 

   

 لزلك ٌٗخج لذٌٗ  

∫  

 

( )   ∫(    )

 

(      )                                                                 
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                    ∫  (   )    (   )  

 

  ∫  (   )    (   )  

 

   

( )  ّلخكي , هٌحٌٖ اس٘ؾ هتلق  ل٘كي   :8-4يثال   فئًَ حسب    دالت ححل٘ل٘ت علٔ      لزلك ّاو  اى    

 كْسس ث -كْشًٖظشٗت  

∫     

 

   

ٗوع     ك ًخْس هتلق اس٘ؾ  ّا لإح  ٍ الوْجب )عكس عو سب الس عت( ح٘ث         إرا ك ى كل هي  :1-4َتيجت

 ّكل الٌو ؽ اٌِ٘و   فئى       ححل٘ل٘ت علٔ هٌطوت هتلوت ححخْٕ علٔ ( )  ّالذالت    داخل  

∫  ( )  

  

 ∫  ( )  

  

 

ُّزٍ الٌخ٘ ت حعطٌ٘  اأًَ ق٘وت الخك هل لا حخعلق ا لطشٗق الوسلْك ه دام ُزا الطشٗق ُْ هتلق ّاس٘ؾ ّالذالت ححل٘ل٘ت 

 علٔ ه  ت ٗحخَْٗ.

∫إحسب الخك هل   :9-4يثال
  

   
 ُْ الوطع الٌ قض الزٕ هع دلخَ    ح٘ث 

  

 
 

  

 
   

ُْ الذائشة الخٖ هشكزُ  ًوطت الأطل      لزلك هي الووكي أى ًخخ س     عٌذه   غ٘ش ححل٘ل٘ت ( ) الذالت   :انحم

| |     إٔ أى   1ًّظف قطشُ    ( 3-4ّكو  ُْ هْػح ا لشكل)  

 (3-4)شكمان

 ٌُّ  ٗوكي هلاحظت ه  ٗلٖ:
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     ٗوع اأكولَ داخل الوطع الٌ قض      الوٌحٌٖ .1

         دالت ححل٘ل٘ت فٖ الوٌطوت الْاقعت ا٘ي  ( ) ت  الذال .2

         دالت ححل٘ل٘ت فٖ كل ًوطت هي ًو ؽ   ( ) الذالت  . 3

 لزلك حسب الٌخ٘ ت الس اوت ٗكْى لذٌٗ  

∫  ( )  

  

 ∫  ( )  

  

 

| |   ّاو  أى          ح٘ث                  لزلك ل٘كي    

 فئى 

∫  ( )  

  

 ∫
    

   

  

 

   ∫    

  

 

    ] 
       

 ٗكْى ّهٌَ

∫  ( )  

  

     

ّاششؽ اى حكْى     ّالوٌحٌٖ         الوٌحٌ٘ ث دالت ححل٘ل٘ت فٖ الوٌطوت الْاقعت ا٘ي  ( ) ل٘كي  :3-4َظريت

علٔ  ححل٘ل٘ـــــــــت ( )  ّكزلكهخو ؽعت هع اعؼِ  ّجو٘عِ  هٌحٌ٘ ث اس٘طت هتلوت غ٘ش     (       )

 عٌذئزٍ ٗكْى         الوٌحٌ٘ ث  

 

∫  ( )  

 

∑ ∫  ( )  

  

 

 

   

  



6 
 

 (4-4)شكم ان

 إثبج أى   :11-4يثال

 

∫
   

    
 

      

  .(5-4الشكل) ك ًخْس كو  فٖ      ح٘ث  

 (5-4)شكم ان

 انحم:

∫  ( )  

 

   ∫
 

 
  

 

  ∫
 

   
  

 

 

 لإٗ  د الخك هل الأّت فٖ الطشف الأٗوي ٗكْى 

  ∫
 

 
     ∫

 

 
  

  

 (  ) ∫
 

 
  

  

  ∫
 

 
  

   

       

 ّاٌفس الطشٗوت 
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 ∫
 

   
  

 

  ∫
 

   
  

  

  ∫
 

   
  

  

           

 الٌ حجلزلك ٗكْى 

∫ ( )                

  عٌذئزٍ ٗكْى            ّك ى    ت ححل٘ل٘ت فٖ هٌطوت اس٘طت الإحظ ت دال ( ) إرا ك ًج : 4-4َظريت

 ( )  ∫ ( )  

 

 

 

( )   ّٗكْى   ححل٘ل٘ت فٖ الوٌطوت   ( )                                  

 هي الووكي اسخعو ت الخشه٘ز  :انبرهاٌ

∫  ( )  

 

 ∫  ( )  

 

 

             

هٌحٌيٖ              لذٌٗ  لزلك س٘كْى   ّالٌِ ٗت  لِو  ًفس ًوطت البذاٗت      ك ًخْسٗي فٖ        ّل٘كي 

 كْسس ث  ٌٗخج لٌ  -اس٘ؾ هتلق ّا سخخذام ًظشٗت كْشٖ

∫  ( )  

  

 ∫  ( )  

  

 ∫  ( )  

     

   

    أٗؼ ً حوع داخل      طت٘شة او  فَ٘ الكف ٗت لزلك    ّل٘كي    ًوطت ث اخت    ّلبشٌُت ال زء الث ًٖ , لخكي

( )  فئى  ًوطت ث اخت     ّاو  اى  ٗكْى  ث اج ّعلَ٘    ح٘ث   

∫  ( )  

    

 

 ∫    

    

 

      ( )   

 ّهي ال ِت الأخشٓ لذٌٗ  

 (    )   ( )  ∫  ( )  

    

 

 ∫ ( )  
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                                                          ∫  ( )  

 

  

 ∫  ( )  

 

  

 ∫  ( )  

 

 

       هع     ك ًخْس ٗشاؾ الٌوطت      ح٘ث

       هع    ٗشاؾ     ,    هع    ٗشاؾ      

 (.6-4ا لشكل) ّكو  هْػح 

 (6-4)شكم ان

 إرا ك ىَ اح٘ث أً     ْٗجذ     إرى لكل  ,  دالت هسخوشة عٌذ الٌوطت     ّاو  اى 

 |   | ( ) | ف ى         ( )|     

|  |ّهي الوع دلاث اعلاٍ ٗكْى لذٌٗ     ٗؤدٕ الٔ اى    

|
 (    )   ( )

  
  ( )|  

 

|  |
|∫  ( )  

 

 ∫  ( )  

 

| 

                                        
 

|  |
∫| ( )   ( )|  

 

 

                       
 

|  |
 |  |    

( )  ُّزا ٗعٌٖ        ٗكْى  لطشف الأٗسش ٗزُب إلٔ الظفش عٌذه  فّعلَ٘    ( ) 

 ّاِزا ٌٗخِٖ البشُ ى .

 عٌذئزٍ  ُٖ أطل هشخوت لِ  ( )   ّك ًج   دالت ححل٘ل٘ت فٖ هٌطوت اس٘طت الإحظ ت ( ) إرا ك ًج  :5-4َظريت

   كْىٗ       ح٘ث       ٗظل ا٘ي الٌوطخ٘ي لإٔ هٌحٌٖ
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∫  ( )  

 

 

  ( )| 
   ( )   ( ) 

∫ى    هي الٌظشٗت الس اوت ًسخٌخج أ :انبرهاٌ  ( )  
 

 
   هسخول عي الطشٗق لأى  

 ( )  ∫ ( )  

 

 

 

 فئى   الخحل٘ل٘ت أطل هشخوت الذالت     ّلخكي  ححل٘ل٘ت  

 ( )   ( )   ( ) 

( )  ححل٘ل٘ت ّأى  ( ) ّعلَ٘ ٗكْى         لكل      ّ ث اج     ح٘ث     

 ( )   ( ) ( ) لزلك              ( )   ( )   ( )   

 ّاِزا ٌٗخِٖ البشُ ى .

 إثبج أى  :11-4يثال

∫      

 

 

             

( ) أطل الوشخوت للذالت : انحم         ُٖ  ( )  زلكل         

∫      

 

 

                        

العوذٗت ُٖ ًخ٘ ت ط٘تت كْشٖ الخك هل٘ت ّالخٖ حْػح ٌخ ئج الشئ٘س٘ت فٖ ًظشٗت الذّات هي أُن الهي الْاػح لذٌٗ  أى 

اعذد هع٘ي هي الوس ساث الوتلوت البس٘طت )الك ًخْس( ّسٌلاحظ لٌ  أى ق٘وت الذالت الخحل٘ل٘ت هي الووكي حوث٘لِ  حك هل٘ ً 

 أٗؼ ً فٖ الفظْت الو دهت أُو٘ت ُزٍ الظ٘تت ابشٌُت ط٘تت ح ٗلْس ّحوث٘ل هخسلسلاث الوْٓ الخٖ حذخل فٖ اٌ ءُ .

 (Cauchy Integral Formula): صيغت كوشي انتكايهيت 4-5

 ّلخكي   ححْٕ   دالت ححل٘ل٘ت علٔ هٌطوت اس٘طت الإحظ ت     ّلخكيالوْجب  ك ًخْس هتلق اس٘ؾ ا لإح  ٍ  ل٘كي 

 :فئى    إٔ ًوطت داخل٘ت حوع داخل   
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 (  )  
 

   
∫

 ( )

    
  

 

 

الذالت  :انبرهاٌ
 ( )

    
كْسس ث  اأى الخك هل -ّهي ًخ٘ ت هبشٌُت كْشٖ   عذا عٌذ الٌوطت  ه    دالت ححل٘ل٘ت فٖ   

    الوٌحٌٖ ُْ ًفسَ علٔ   علٔ  الوٌحٌٖ 

 ح٘ث  

   |    |    

 (7-4)شكم ان

 إٔ أى 

∫
 ( )

    
  

 

 ∫
 ( )

    
  

  

 

  :هي الووكي كخ ات الطشف الأٗوي ك ٙحٖ

∫
 ( )

    
  

  

 ∫
 (  )

    
  

  

 ∫
 ( )   (  )

    
  

  

                                    

   (  ) ∫
  

    
  

 ∫
 ( )   (  )

    
  

  

     

  (  )    ∫
 ( )   (  )
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    فئى الوع دلت أعلاٍ حكْى      إرا أخزً  أه  

∫
 ( )

    
  

 

  (  )       
    

∫
 ( )   (  )

    
  

  

 

 لخكي  

      {∫| ( )   (  )|      } 

    عٌذه          دالت هسخوشة ّهي الْاػح   ّاو  اى

 لزلك ًسخٌخج اى 

|
 ( )   (  )

    
|  

| ( )   (  )|

    
 

  

 
 

 إرى ُزا ٗو ال 

|∫
 ( )   (  )

    
  

  

|  
  

 
 (  )       

 ّعلَ٘ 

   
    

∫
 ( )   (  )

    
  

  

   

 ّاِزا ًسخٌخج أى 

∫
 ( )

    
  

 

     (  ) 

 .ّاِزا ٌٗخِٖ البشُ ى 

∫  إحسب  :12-4يثال
   

     
  

 
|   |دائشة     ح٘ث    .ا لإح  ٍ الوْجب   
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( )  هي الْاػح : انحم  
   

   
لزلك ا سخخذام ط٘تت كْشٖ الخك هل٘ت     حوع  داخل      دالت ححل٘ل٘ت ّأى 

 فئًٌ  ًسخٌخج 

 ( )  
 

   
∫

   

     
  

 

 

 ّهٌَ 

∫
   

     
      (

  

 
)  

   

 
 

∫إحسب   :13-4يثال
    

    
  

 
( )     ح٘ث            ّأى        

( ) الذالت   :انحم     ًوطت حوع داخل الك ًخْس         ّأى      دالت ححل٘ل٘ت علٔ الوسخْٕ  العوذٕ       

 سن ّحسب ط٘تت كْشٖ الخك هل٘ت فئىكو  فٖ الش

∫
    

    
  

 

     (   ) 

                          (  ) 

                   

 (8-4انشكم)

ّهي ط٘تت كْشٖ الخك هل٘ت ٗوكي أى ًسخٌخج أًَ إرا ك ًج الذالت ححل٘ل٘ت عٌذ ًوطت فئى جو٘ع هشخو ث الذالت عٌذ حلك 

 ححل٘ل٘ت ّلٌبذأ ا لٌظشٗت اٙح٘ت .الٌوطت حكْى أٗؼ  

إٔ ًوطت     ّا لإح  ٍ الوْجب ّلخكي   خل ّعلٔ الك ًخْس الوتلق البس٘ؾ ححل٘ل٘ت دا  لخكي الذالت  :6-4َظريت

 فئى     داخل٘ت  للك ًخْس
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  ( )  
 

   
∫

 ( )  

(   ) 

 

 

 ّهي ًظشٗت كْشٖ الخك هل٘ت ًسخٌخج اى   ّجو٘ع الٌو ؽ علٔ    أطتش هس فت ا٘ي     لخكي  :انبرهاٌ 

 ( )  
 

   
∫

 ( )  

   
 

 

      ًو ؽ علٔ  ح٘ث 

 لزلك ٗكْى لذٌٗ  

 (    )   ( )

  
 

 

   
∫ (

 

      
 

 

   
)

 

 ( )

  
   

 

                   
 

   
∫

 ( )  

(      )(   )
 

    

|  |  ح٘ث    (9-4أًظش الشكل  )    

 (9-4)شكم ان

 إرى ٗظبح لذٌٗ  

 (    )   ( )

  
 

 

   
∫

 ( )  

(   ) 

 

 
 

   
∫

   ( )  

(      )(   ) 

 

 

      علٔ |( ) |ُْ أكبش ق٘وت للذالت    ّل٘كي 
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|  | ّاو  أى         |   |    

 فئى

|      |  |(   )    |  ||   |  |  ||    |  |    

 ّعلَ٘ ٗكْى 

|∫
   ( )  

(      )(   ) 

 

|  
|  | 

(  |  |)  
  

   ؽْت الك ًخْس     ح٘ث

 ًسخٌخج       ّاٙى اأخز الت ٗت عٌذه  

   
    

 (    )   ( )

  
 

 

   
∫

 ( )  

(   ) 

 

   

 ّاِزا ٌٗخِٖ اشُ ى الٌظشٗت.

∫ب   إحس:  14يثال
   

  

(   )  
| |    ح٘ث       .  

 اخطب٘ق الٌظشٗت الس اوت ٗكْى لذٌٗ  : انحم

∫
   

  

(    ) 

 

      (  ) 

( )  ح٘ث      
  

   لزلك

∫
   

  

(    ) 

 

    (      ) 

                         

     ّل٘كي    ًوطت داخل٘ت للوٌحٌٖ    ّإرا ك ًج    الإحظ ت دالت ححل٘ل٘ت فٖ هٌطوت اس٘طت  لخكي  :7-4َظريت

   ّٗوع داخل هتلق اس٘ؾ ا لإح  ٍ الوْجب ك ًخْس
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  ( )  
  

   
∫

 ( )

(   )   
  

 

 

 حن اشُ ًِ  فٖ الٌظشٗت الس اوت. فوذ       فٖ ح لت   انبرهاٌ:

ّائسخخذام الإسخوشاء     لإٕ عذد      إٔ عٌذه         ًّبشُي     ًفس الو٘ن للذالت الخحل٘ل٘ت  ٌُّ  سٌسخخذم

 الشٗ ػٖ ًسخط٘ع البشٌُت  . 

∫  إحسب :15-4يثال
   

  
  

 
| |  دائشة الْحذة     ح٘ث            

 ائسخخذام الٌظشٗت الس اوت فئى  :انحم

∫
   

  
  

 

 ∫
 ( )  

(   )   

 

 
   

  
    ( )  

   

 
 

هْجْدة عٌذ حلك الٌوطت ّحكْى جو٘عِ     الشحبت دالت ححل٘ل٘ت عٌذ ًوطت فئى هشخو حِ  هي  إرا ك ًج  :8-4َظريت

 ححل٘ل٘ت.

|    | فئًَ ْٗجذ قشص هتلق        ّلخكي    ححل٘ل٘ت فٖ الوٌطوت   لخكي انبرهاٌ:      هحخْاة فٖ   

|    |   ح٘ث   ة  الذائش  .   هْجْد لكل   (  )   الس اوت لإثب ث أىهوكي إسخخذاهِ  فٖ الٌظشٗت    

 


