
 2إسم المادة : معادلات تفاضلية جزئية 

 الفصل : الثاني

 محاضرة  15من أصل  3رقم المحاضرة :  

 :  f ( a,b ) = 0ايجاد الحل الخاص للدالة الأسية اذا كانت  

 كلآتي :  𝒇(𝑫,𝑫′) في مثل هذه الحالة نقوم بتحليل الدالة        

   𝒇(𝑫,𝑫′) = (𝑫 − 
𝒂

𝒃
𝑫′) 𝒓 𝑮(𝑫,𝑫′). , 𝒔𝒖𝒄𝒉 𝒕𝒉𝒂𝒕, 𝑮(𝒂, 𝒃) ≠ 𝟎.  

     →  𝒛𝟐 = 
𝟏

 𝑮(𝒂,𝒃)
 .

𝟏

(𝑫− 
𝒂

𝒃
𝑫′) 

𝒓  . 𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚  𝒔𝒖𝒄𝒉 𝒕𝒉𝒂𝒕, 𝑮(𝒂, 𝒃) ≠ 𝟎.  

نفرض إن :                     
𝟏

(𝑫− 
𝒂

𝒃
𝑫′) 𝒓

 . 𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚  = 𝒖𝒓 . 

𝑫𝒖𝒓)   و بضرب الطرفين في الوسطين نحصل على العلاقة :   − 
𝒂

𝒃
𝑫′𝒖𝒓 ) 𝒓 = 𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚 .   

 كالآتي :  : معادلة لاكرانج (هذه المعادلة ) التي تمثل نستخدم طريقة الإستنتاج الرياضي لحساب 

 If  r=1 →  (𝑫𝒖𝟏 − 
𝒂

𝒃
𝑫′𝒖𝟏 ) =   𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚.        

    →   
𝒅𝒙

𝟏
= 

𝒅𝒚

−
𝒂

𝒃

 =  
𝒅𝒛

𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚
 .   ( 𝒔𝒖𝒃𝒔𝒅𝒊𝒓𝒂𝒍 𝒍𝒂𝒈𝒓𝒂𝒏𝒈 𝒆𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 ).  

  →  −
𝒂

𝒃
 𝐝𝐱 = 𝐝𝐲 .  →   −

𝒂

𝒃
𝐱 = 𝐲 + 𝐜 .    → 𝒂𝒙 + 𝒃𝒚 = 𝒃𝒄.…… ( ∗ ).    

  The another relation we take :  

   
𝒅𝒙

𝟏
= 

𝒅𝒖𝟏

𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚
 .   →   𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚  𝒅𝒙 =  𝒅𝒖𝟏 .  →   𝒆𝒃𝒄  𝒅𝒙 =  𝒅𝒖𝟏.      

→   𝒙𝒆𝒃𝒄   =  𝒖𝟏 + 𝒅 .   →    𝒖𝟏+ 𝒅 = 𝒙𝒆𝒃𝒄       

    →   𝒖𝟏 =   
𝒙

𝟏!
  𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚  ………( ∗∗ ).   { 𝒃𝒚 𝒖𝒔𝒊𝒏𝒈 ( ∗ ) ,𝒘𝒆 𝒄𝒂𝒏 𝒃𝒖𝒕  𝒅 = 𝟎. }    

 If  r=2 →  (𝑫𝒖𝟐 − 
𝒂

𝒃
𝑫′𝒖𝟐 )

𝟐
=  𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚.        

     →   (𝑫𝒖𝟐 − 
𝒂

𝒃
𝑫′𝒖𝟐 )   (𝑫𝒖𝟐 − 

𝒂

𝒃
𝑫′𝒖𝟐 ) =  𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚 .    

 نحصل على : ( ∗∗ )باستخدام العلاقة   

(𝑫𝒖𝟐 − 
𝒂

𝒃
𝑫′𝒖𝟐 ) = 𝒙 𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚 . 𝒕𝒉𝒊𝒔 𝒊𝒔 𝒂𝒍𝒔𝒐 𝒍𝒂𝒈𝒓𝒂𝒏𝒈 𝒆𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒃𝒚 𝒔𝒐𝒍𝒗𝒊𝒏𝒈 𝒘𝒆 𝒈𝒆𝒕 ∶     

 →   𝒖𝟐 =   
𝒙𝟐

𝟐!
  𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚  ………(∗∗∗ )  
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 عند ما نستمر بنفس الطريقة نحصل على : 

    →   𝒖𝒓 =   
𝒙𝒓

𝒓!
  𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚  ………(∗∗∗∗ ) 

 و بذلك يكون :   

  𝒁𝟐 =
𝟏

𝑮( 𝒂,𝒃)
 .  

𝒙𝒓

𝒓!
  𝒆𝒂𝒙+𝒃𝒚 . 𝒔𝒖𝒄𝒉 𝒕𝒉𝒂𝒕   𝑮( 𝒂, 𝒃) ≠ 𝟎, 𝒂𝒏𝒅 𝒇(𝒂, 𝒃) = 𝟎.       

_____________________________________________________________________ 

 جد الحل العام للمعادلة :  : 1مثال  

     ( 𝑫𝟐 – 𝟒 𝑫′𝟐  )𝒁 =  𝒆𝟐𝒙+𝒚   .   

– 𝒎𝟐       الحل :   𝟒 = 𝟎. ( 𝒔𝒖𝒃𝒔𝒅𝒊𝒓𝒂𝒍  𝒆𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  ).→ (𝐦− 𝟐)(𝐦+ 𝟐) = 𝟎.→ 𝐦 = ∓𝟐.       

   →    𝒁𝟏 =  ∅𝟏(𝒚 + 𝟐𝒙) +  ∅𝟐(𝒚 − 𝟐𝒙).      

  𝒔𝒊𝒏𝒄𝒆 𝒂 = 𝟐, 𝒃 = 𝟏.  →   𝒇(𝟐, 𝟏) =  𝟐𝟐 − 𝟒(𝟏) = 𝟒 − 𝟒 = 𝟎.      

   →   𝒇(𝑫,𝑫′) =  ( 𝑫𝟐 – 𝟒 𝑫′𝟐  ) = ( 𝑫 − 𝟐𝑫′)(  𝑫 + 𝟐𝑫′).    

  →   𝒓 = 𝟏 , 𝑮( 𝑫,𝑫′) =  (  𝑫 + 𝟐𝑫′). , →   𝑮(𝟐, 𝟏) = (𝟐 + 𝟐. 𝟏) = 𝟒 ≠ 𝟎.       

    →    𝒁𝟐 =  
𝟏

𝟒
 .
𝑿𝟏

𝟏!
 𝒆𝟐𝒙+𝒚  .  =  

𝒙

𝟒
  𝒆𝟐𝒙+𝒚 .     

  𝒔𝒊𝒏𝒄𝒆 𝒁 = 𝒁𝟏 + 𝒁𝟐.    →    𝒁 =  ∅𝟏(𝒚 + 𝟐𝒙) +  ∅𝟐(𝒚 − 𝟐𝒙) +  
𝒙

𝟒
  𝒆𝟐𝒙+𝒚 .       

_____________________________________________________________________________ 

 جد الحل العام للمعادلة :  : 2مثال 

( 𝑫𝟑 –𝑫 𝑫′𝟐  )𝒁 =  𝒆𝒙−𝒚   . 

   𝒎𝟑 –𝐦 = 𝟎. ( 𝒔𝒖𝒃𝒔𝒅𝒊𝒓𝒂𝒍  𝒆𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  ).→ 𝒎(𝐦− 𝟏)(𝐦+ 𝟏) = 𝟎.        

.ery ynoitauq  ypy. →  𝒎𝟏 = 𝟎. ,   𝒎𝟐 = 𝟏. ,    𝒎𝟑 = −𝟏.        

   →    𝒁𝟏 = ∅𝟏(𝒚) +  ∅𝟐(𝒚 + 𝒙) +  ∅𝟑(𝒚 − 𝒙).    

     𝒔𝒊𝒏𝒄𝒆 𝒂 = 𝟏, 𝒃 = −𝟏.  →   𝒇(𝟏,−𝟏) =  𝟏𝟑 − 𝟏(−𝟏)𝟐 = 𝟏 − 𝟏 = 𝟎.    

    →   𝒇(𝑫,𝑫′) =  ( 𝑫𝟑 –𝑫 𝑫′𝟐  ) = 𝑫( 𝑫 − 𝑫′)(  𝑫 + 𝑫′).     

   →   𝒓 = 𝟏 , 𝑮( 𝑫,𝑫′) =  𝑫(  𝑫 − 𝑫′). ,→   𝑮(𝟏,−𝟏) = 𝟏(𝟏 − (−𝟏) = 𝟐 ≠ 𝟎.        

       →    𝒁𝟐 =  
𝟏

𝟐
 .
𝑿𝟏

𝟏!
 𝒆𝟐𝒙+𝒚  .  =  

𝒙

𝟐
  𝒆𝟐𝒙+𝒚 .    

𝒔𝒊𝒏𝒄𝒆 𝒁 = 𝒁𝟏 + 𝒁𝟐.    →    𝒁 =  ∅𝟏(𝒚) +  ∅𝟐(𝒚 + 𝒙) +  ∅𝟑(𝒚 − 𝒙) +  
𝒙

𝟐
  𝒆𝟐𝒙+𝒚 . 
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 :تمارين )) جد الحل العام للمعادلات الآتية (( 
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