
 2إسم المادة : معادلات تفاضلية جزئية 

 الفصل : الثاني

 محاضرة  15من أصل  4المحاضرة :  رقم 

,𝒇(𝒙 )   الدالة المثلثية : -2   𝒚) = 𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃𝒚). , 𝒐𝒓  𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙 + 𝒃𝒚).       

 في هذه الحالة نفرض إن :   

    𝒁𝟐 = 𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙 + 𝒃𝒚) + 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃𝒚) .      

ثم نقوم بإشتقاق الحل المفروض و حسب المشتقات الموجودة في المعادلة  و نعوض هذه المشتقات في المعادلة           
 في طرفي المعادلة .(   sin , cos( بعد مساوات معاملات الدوال )  A,Bالمراد حلها للحصول على قيم الثوابت ) 

 

 : جد الحل العام للمعادلة :  1مثال   

(𝑫𝟐 − 𝐃𝐃′ − 𝟐𝐃′𝟐
)𝐙 =  𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚). 

𝒎𝟐 – 𝐦 − 𝟐 = 𝟎. ( 𝒔𝒖𝒃𝒔𝒅𝒊𝒓𝒂𝒍  𝒆𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  ). → (𝐦 + 𝟏)(𝐦 − 𝟐) = 𝟎.        

 →  𝒎𝟏 = −𝟏. ,   𝒎𝟐 = 𝟐 . 

      →    𝒁𝟏 =  ∅𝟏(𝒚 − 𝒙) +  ∅𝟐(𝒚 + 𝟐𝒙).    

  Let        𝒁𝟐 = 𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚) + 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟑𝒚) . 

  → 𝑫𝒁𝟐 = −𝑨𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟑𝒚) + 𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚) 

→ 𝑫𝟐 𝒁𝟐 = −𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚) − 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟑𝒚) . 

 → 𝐃𝐃′ 𝒁𝟐 = −𝟑𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚) − 𝟑𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟑𝒚) . 

    → 𝐃′𝒁𝟐 = −𝟑𝑨𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟑𝒚) + 𝟑𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚) 

  → 𝑫′𝟐
 𝒁𝟐 = −𝟗𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚) − 𝟗𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟑𝒚) . 

 بتعويض هذه المشتقات بالمعادلة الأصلية نحصل على :   

 −𝟑𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚) − 𝟑𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟑𝒚) + 𝟑𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚) + 𝟑𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟑𝒚) + 𝟏𝟖𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚) +
𝟏𝟖𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟑𝒚) = 𝒄𝒐𝒔 ( 𝒙 + 𝟑𝒚 ) . 

 → 𝟐𝟎𝑨𝒄𝒐𝒔 (𝒙 + 𝟑𝒚) +  𝟐𝟎𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟑𝒚) = 𝒄𝒐𝒔 ( 𝒙 + 𝟑𝒚 ) .          

    → 𝑩 = 𝟎. , 𝟐𝟎𝑨 = 𝟏 . , → 𝑨 =  
𝟏

𝟐𝟎
  .    

    →   𝒁𝟐 =   
𝟏

𝟐𝟎
 𝒄𝒐𝒔 ( 𝒙 + 𝟑𝒚 ).     

 𝒔𝒊𝒏𝒄𝒆 𝒁 = 𝒁𝟏 + 𝒁𝟐.    →    𝒁 =  ∅𝟏(𝒚 − 𝒙) +  ∅𝟐(𝒚 + 𝟐𝒙) + 
𝟏

𝟐𝟎
 𝒄𝒐𝒔 ( 𝒙 + 𝟑𝒚 ).      
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 : جد الحل الخاص للمعادلة :  2مثال 

    (𝑫𝟑 − 𝟕𝐃𝐃′𝟐
− 𝟔𝐃′𝟑

)𝐙 =  𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚).        

  Let        𝒁𝟐 = 𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) + 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) . 

→ 𝑫𝒁𝟐 = −𝑨𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) + 𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) 

→ 𝑫𝟐 𝒁𝟐 = −𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) − 𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) . 

→ 𝑫𝟑 𝒁𝟐 = 𝑨 𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) − 𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) . 

→ 𝐃𝐃′ 𝒁𝟐 = 𝟐𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) + 𝟐𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) . 

→ 𝐃𝑫′𝟐 𝒁𝟐 = 𝟒𝑨 𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) − 𝟒𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) . 

𝐃′𝒁𝟐 = 𝟐𝑨𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) − 𝟐𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) 

  → 𝑫′𝟐
 𝒁𝟐 = −𝟒𝑨 𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) − 𝟒𝑩𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) 

→ 𝑫′𝟑𝒁𝟐 = 𝟖𝑨𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) + 𝟖𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) 

 بتعويض هذه المشتقات بالمعادلة الأصلية نحصل على :  

 𝑨 𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) − 𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) − 𝟐𝟖 𝑨 𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) + 𝟐𝟖𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚)

− 𝟒𝟖𝑨 𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) − 𝟒𝟖𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚) =   𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚).  

→ −𝟕𝟓𝑨 𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚) − 𝟐𝟏𝑩𝒄𝒐𝒔(𝒙 − 𝟐𝒚)  =   𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝟐𝒚).  

→  −𝟕𝟓𝑨 = 𝟏 . , → 𝑨 =  
−𝟏

𝟕𝟓
  . , −𝟐𝟏𝑩 = 𝟎. →  𝑩 = 𝟎.      

     →   𝒁𝟐 =  
−𝟏

𝟕𝟓
 𝒄𝒐𝒔 ( 𝒙 + 𝟑𝒚 ).    

 

 :تمارين )) جد الحل العام للمعادلات الآتية (( 

(𝑫𝟐 − 𝐃𝐃′ − 𝟑𝐃′𝟐
)𝐙 =  𝒔𝒊𝒏(𝒙 − 𝒚). 1 

(𝑫𝟐 − 𝟑𝐃𝐃′ − 𝟒𝐃′𝟐
)𝐙 =  𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝒚). 2 

(𝑫𝟑 − 𝟑𝐃𝟐𝐃′ − 𝟒𝐃𝐃′𝟐
+ 𝟏𝟐𝐃′𝟑

)𝐙 =  𝒔𝒊𝒏(𝒙 + 𝟐𝒚). 3 

(𝑫𝟑 − 𝟒𝐃𝟐𝐃′ + 𝟓𝐃𝐃′𝟐
− 𝟐𝐃′𝟑

)𝐙 =  𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝟑𝒚). 4 

(𝑫𝟑 − 𝟑𝐃𝟐𝐃′ + 𝟒𝐃′𝟑
)𝐙 =  𝒄𝒐𝒔(𝒙 + 𝒚) + 𝒆𝒙+𝒚. 5 
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