
 2إسم المادة : معادلات تفاضلية جزئية 

 الفصل : الثاني

 محاضرة  15من أصل  9رقم المحاضرة :  

 : متجانسة الغير المعادلات الخطية  - 2

  : المعادلات الخطية غير المتجانسة ذات المعاملات الثابتة - أ

 هناك عدة انواع من هذه المعادلات منها :    

 :  + Z = 0(+ C  ′bD ( aDذات الصيغة    )  المعادلات الخطية غير المتجانسة بسبب احتوائها على حد مطلق  -1

𝒁نستخدم التحويل  )  لحل مثل هذا النوع من المعادلات  =  𝒆𝒖  الذي به تتحول المعادلة الى معادلة متجانسة ) 

 ثم نحلها بالطرق السابقة . 

 𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 𝑍 =  𝑒𝑢  →  𝐷𝑍 = 𝑒𝑢𝐷𝑢 . ,   𝐷′𝑍 = 𝑒𝑢𝐷′𝑢.           

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒   ( 𝑎𝐷 + 𝑏𝐷′ + 𝑐 )𝑍 = 0.  →    ( 𝑎𝐷 + 𝑏𝐷′ + 𝑐 ) 𝑒𝑢 = 0.     

.  →    ( 𝑎𝐷 𝑒𝑢 + 𝑏𝐷′ 𝑒𝑢 + 𝑐  𝑒𝑢 )  = 0.    →   ( 𝑎𝑒𝑢𝐷 𝑢 + 𝑏 𝑒𝑢𝐷′ 𝑢 + 𝑐  𝑒𝑢 )  = 0    

→   ( 𝑎𝐷 𝑢 + 𝑏 𝐷′ 𝑢 + 𝑐  ) 𝑒𝑢  = 0 . →   𝑎𝐷𝑢 + 𝑏 𝐷′𝑢 + 𝑐 = 0.    

→   𝑎𝐷𝑢 + 𝑏 𝐷′𝑢 = −𝑐 .  →   ( 𝑎𝐷 +  𝑏 𝐷′ ) 𝑢 =  −𝑐 … … … (∗).. 

 معادلة متجانسة ذات معاملات ثابتة و حلها كالآتي :   (∗)المعادلة  

𝒂𝑚 + 𝑏 = 0. ( 𝑠𝑢𝑏𝑠𝑑𝑖𝑟𝑎𝑙  𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛  ) .   →   m =  −
𝑏

𝑎
.        

 → u1 = ∅ ( 𝑦 −
𝑏

𝑎
. x)    .   → u1 = ∅ (𝑎 𝑦 − 𝑏. x) .     

𝑢2 =  
1

𝑓( 𝐷 , 𝐷′)
  . f(x, y) . =  

1

𝑎𝐷 + 𝑏𝐷′
  . (−c ) .  =  

1

𝑎𝐷 ( 1 + 
𝑏𝐷′

𝑎𝐷
  )

   . (−c ).    

𝑢2 =  
1

𝑎𝐷 
 { 1 −  

𝑏𝐷′

𝑎𝐷
 + ( 

𝑏𝐷′

𝑎𝐷
  )

2

− ⋯ … … … … } . (−c ). =  
−𝑐

𝑎𝐷 
 =  

−𝑐𝑥

𝑎 
  

 →   u = u1 + u2 .    →   u =  ∅ (𝑎 𝑦 − 𝑏. x) + (
−𝑐𝑥

𝑎 
 ).      

 𝑺𝒊𝒏𝒄𝒆  𝒁 =  𝐞𝐮    →   𝒁 =  𝐞𝐮𝟏+𝐮𝟐    =  𝐞𝐮𝟏 . 𝐞𝐮𝟐  =  𝐞 ∅ (𝒂 𝒚 −𝒃.𝐱) . 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂    

→    𝒁 =   𝐞
−𝐜𝐱

𝐚  ᵩ (a y − bx)    . 
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 .:و كالآتي للتأكد من صحة الحل  (∗)لمعادلة  ا:    ممكن استخدام طريقة حل معادلات لاكرانج  لحل ملاحظة 

𝑆ince   ( aD + bD′ + c )Z = 0.  →    aDZ + bD′Z =  −cZ .   →   
𝑑𝑥

𝑎
=  

𝑑𝑦

𝑏
=  

𝑑𝑧

−𝑐𝑧
 .        

→   
𝑑𝑥

𝑎
=  

𝑑𝑦

𝑏
 .    →   ady = bdx .   →   ay − bx = c1.   →   u =  ay − bx .        

𝑑𝑥

𝑎
=  

𝑑𝑧

−𝑐𝑧
  .    →    

𝑑𝑧

𝑧
=   

−𝑐𝑑𝑥

𝑎
 .  → Lnz =  

−𝑐𝑥

𝑎
+ c2 .  →  z = k e−cx .  →   z ecx = v.   

 𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒  𝑣 = ∅ (𝑣)   .   →   z ecx = ∅ (𝑎 𝑦 − 𝑏. x) .  →   Z =   𝐞
−𝒄𝒙

𝒂  ᵩ (𝑎 𝑦 − 𝑏x).   

 

2D )   حل المعادلة :         مثال  :  − D′ + 3 )Z = 0.  . 

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒  𝑎 = 2 . , 𝑏 =  −1 , c = 3 .   .   and    Z =   𝐞
−𝒄𝒙

𝒂  ᵩ (𝑎 𝑦 − 𝑏. x). 

  →     Z =   𝐞
−𝟑𝐱

𝟐  ᵩ (2 𝑦 + x). 

 :تمارين )) جد الحل العام للمعادلات الآتية (( 

( D − D′ + 1 )Z = 0.  3 ( D − 3D′ + 5 )Z = 0.  1 

( 2D − D′ + 4 )Z = 0.  4 ( 3D + 4D′ − 3 )Z = 0.  2 

  المعادلات الخطية غير المتجانسة التي تأخذ الصيغة :  – 2

  ( 𝑎𝐷 + 𝑏D′ + 𝑐 )𝑘Z = 0 . , Such that k is positive integer .     

 (. k=2( حلها بالطريقة السابقة ., أما إذا كان )  k=1يتم ايجاد صيغة الحل بإستخدام الإستقراء الرياضي  فإذا كان  ) 

Zسنفرض الحل بالشكل :    ) =  v 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂    ) ثم نشتقه و نعوضه بالمعادلة لتحويلها الى معادلة ذات معاملات ثابتة  و 

 كالآتي : 

  →   𝐷Z = −
𝑐

𝑎
 v 𝐞

−𝒄𝒙
𝒂 +  𝐞

−𝒄𝒙
𝒂   𝐷𝑣 .  ,    D′Z =  𝐞

−𝒄𝒙
𝒂   D′𝑣 .          

   ( 𝑎𝐷 + 𝑏D′ + 𝑐 )2v 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂 = 0 .   →   ( 𝑎𝐷 (v 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂  ) + 𝑏D′ (v 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂  ) + 𝑐 (v 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂  ))

2

= 0.  

→   ( 𝑎 (−
𝑐

𝑎
 v 𝐞

−𝒄𝒙
𝒂 +  𝐞

−𝒄𝒙
𝒂   𝐷𝑣 ) + 𝑏 (𝐞

−𝒄𝒙
𝒂   D′𝑣 ) + 𝑐v 𝐞

−𝒄𝒙
𝒂   )

2

= 0. 

→   (−𝑐v 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂  + 𝑎𝐞
−𝒄𝒙

𝒂   𝐷𝑣 + 𝑏𝐞
−𝒄𝒙

𝒂   D′𝑣 +  𝑐v 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂     )
2

= 0. 

→   𝐞
−𝒄𝒙

𝒂 ( 𝑎  𝐷𝑣 + 𝑏  D′𝑣    )2 = 0.   →   ( 𝑎  𝐷𝑣 + 𝑏  D′𝑣    )2 = 0.      
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   ( 𝒂𝒎 + 𝒃 )𝟐  = 𝟎. ( 𝒔𝒖𝒃𝒔𝒅𝒊𝒓𝒂𝒍  𝒆𝒒𝒖𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏  ). →  𝒎𝟏 =  𝒎𝟐 = −
𝒃

𝒂
   .       

→ 𝒗 = ∅𝟏 (𝒚 −
𝒃

𝒂
𝒙) +  𝒙 ∅𝟐 (𝒚 −

𝒃

𝒂
𝒙) .  →   𝒗 =  ∅𝟏(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) + 𝒙 ∅𝟐(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙).          

   𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 𝑍 =  v 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂 .   →  𝑍 = 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂  [  ∅𝟏(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) + 𝒙 ∅𝟐(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙)  ].       

 فإن :(. k =3) يمكن أن نثبت بأنه إذا كان  بنفس الطريقة    

𝑍 = 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂  [  ∅𝟏(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) + 𝒙 ∅𝟐(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) +  𝑥2 ∅𝟑(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) ].     
 فإن :  kو بصورة عامة إذا كانت القوة تساوي  

𝑍 = 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂  [  ∅𝟏(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) + 𝒙 ∅𝟐(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) + ⋯ … … +   𝑥𝑘−1 ∅𝒌(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) ]. 

 

𝐷 )حل المعادلة :            مثال  :  − 2𝐷′ + 1 )4Z = 0.  . 

 𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 𝑎 = 1., 𝑏 =  −2., 𝑐 = 1. ,   𝑘 = 4.      

 𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 𝑍 = 𝐞
−𝒄𝒙

𝒂  [ ∅𝟏(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) + 𝒙 ∅𝟐(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) + ⋯ … +  𝑥𝑘−1 ∅𝒌(𝒂𝒚 − 𝒃𝒙) ]. 

→  𝑍 = 𝐞−𝒙  [ ∅𝟏(𝒚 + 𝟐𝒙) + 𝒙 ∅𝟐(𝒚 + 𝟐𝒙) + 𝑥2 ∅𝟑(𝒚 + 𝟐𝒙)  +𝑥3 ∅𝟒(𝒚 + 𝟐𝒙) ]. 

 

 :تمارين )) جد الحل العام للمعادلات الآتية (( 

(2 𝐷 + 𝐷′ + 3 )2Z = 0.   3 ( 𝐷 − 3𝐷′ − 1 )3Z = 0.   1 

( 𝐷 − 𝐷′ + 2 )5Z = 0.  .  4 ( 3𝐷 − 2𝐷′ + 1 )4Z = 0.   2 
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