
 2إسم المادة : معادلات تفاضلية جزئية 

 الفصل : الثاني

 محاضرة  15أصل من  11رقم المحاضرة :  

اذا تضمنت المعادلة حدين فيها مشتقات لمتغير واحد نقوم بتخفيض رتبة المعادلة ثم نحلها إعتيادياً  :  الحالة الثانية 2

 حيث ستتحول المعادلة إلى معادلة تتضمن مشتقة أولى تحل مباشرة بالتكامل . 

 حل المعادلة :       : 1مثال 

                                  
𝛛𝟐𝐳

𝛛𝐱𝟐 −  
𝛛𝐳

𝛛𝐱
  = 2xy − 1    . 

Let −  
∂z

∂x
  = p .  →  

∂2z

∂x2
=  

∂p

∂x
 .    

 سنحصل على معادلة  خطية يتم حلها بإيجاد عامل التكامل ثم اكمال الحل : بالتعويض بالمعادلة

  

 
𝛛𝐩

𝛛𝐱
 −   𝐩 = 𝟐𝐱𝐲 − 𝟏 . →   𝐈. 𝐅. =  𝐞∫ −𝐝𝐗.   =  𝐞−𝐱   .      

  𝐩 . 𝐞−𝐱 = ∫(𝟐𝒙𝒚 − 𝟏) . 𝐞−𝐱 𝒅𝒙 +  ∅1(𝑦)   . 

 →  𝐩 . 𝐞−𝐱 = 𝟐𝒚 ∫ 𝒙𝐞−𝐱 𝒅𝒙 − ∫   𝐞−𝐱 𝒅𝒙 +  ∅1(𝑦)   . 

→  𝐩 . 𝐞−𝐱 = 𝟐𝒚 ( −𝒙  𝐞−𝐱 −  𝐞−𝐱 ) +   𝐞−𝐱 +  ∅1(𝑦) 

→(..نحصل على : ...............  𝐞𝐱)بضرب طرفي المعادلة ب    𝐩 =  − 𝟐𝒚𝒙 − 𝟐𝒚 + 𝟏 +  ∅1(𝑦)𝐞𝐱 .        

 →  𝐙 =  −𝒚𝒙𝟐 − 𝟐𝒚𝒙 + 𝒙 +  ∅1(𝑦)𝐞𝐱 +  ∅2(𝑦)  .        

 :تمارين )) جد الحل العام للمعادلات الآتية (( 

 
∂2z

∂x ∂y
 =   

∂z

∂x
 + 2 .  4 y 

∂2z

∂y2
+ 3 

∂z

∂y
  = 2x + 3 .     1 

𝒚𝒕 − 𝒒 =  𝟐𝒙𝟐𝒚 .   5 𝒕 − 𝒒𝒙 = −𝒔𝒊𝒏𝒚 .  2 

𝒙𝒓 + 𝟐𝒑 =  𝒙𝟐 − 𝟑 .    6 𝒓 + 𝒚𝒑 = 𝒙𝟐 .  3 

 

 

 :  ةلثالحالة الثا 3

ثم   qأو   pإذا تضمنت المعادلة أكثر من حدين فيه إشتقاق و أمكن تخفيض رتبتها بحيث تصبح بأحد المتغيرين         

,𝑐1 ) ∅تحل بطرق حل معادلات المرتبة الأولى حيث يكتب الحل بالصيغة ) 𝑐2 ) = ( كصيغة حل معادلة لاكرانج   .0

,𝑐1تكون  بحيث  𝑐2   بدلالةx,y   أما إذا كانت بدلالةp   أوq   ( نستفاد من الخاصية (c1=f(c2) , c2=g(c1) )) 

 . x yلكتابتها بدلالة  
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 حل المعادلة :    :1مثال 

x  
𝛛𝟐𝐳

𝛛𝐱𝟐
− y 

𝛛𝟐𝐳

𝛛𝐱𝛛𝐲
− 

𝛛𝐳

𝛛𝐱
= 0 . 

Since  
𝛛𝐳

𝛛𝐱
= 𝑝  →   

𝛛𝟐𝐳

𝛛𝐱𝟐
 =  

𝛛𝐩

𝛛𝐱
  ,   

𝛛𝟐𝐳

𝛛𝐱𝛛𝐲
=   

𝛛𝐩

𝛛𝐲
  .      

→   𝒙 
𝛛𝐩

𝛛𝐱
 − 𝑦  

𝛛𝐩

𝛛𝐲
 − 𝑝 = 0.    →   𝒙 

𝛛𝐩

𝛛𝐱
 − 𝑦  

𝛛𝐩

𝛛𝐲
= 𝑝 .  (( 𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 )) . 

→    
𝐝𝐱

𝐱
=   

𝐝𝐲

−𝐲
 =

𝐝𝐩

𝐩
 .    →    

𝐝𝐱

𝐱
=   

𝐝𝐲

−𝐲
  .  →   Lnx = −𝐿𝑛𝑦 + 𝐿𝑛𝑐1.  

→   Lnx + 𝐿𝑛𝑦 = 𝐿𝑛𝑐1.    →   Ln( x𝑦 ) = 𝐿𝑛𝑐1.     →   xy = 𝑐1.     

,   
dx

x
=   

dp

p
  .  →   Lnx = 𝐿𝑛𝑝 + 𝐿𝑛𝑐2.  →   Lnx − 𝐿𝑛𝑝 = 𝐿𝑛𝑐21. 

→   Ln ( 
x

p
 ) = 𝐿𝑛𝑐2.     →   

x

p
= 𝑐2. 

→   ∅ ( 𝑐1, 𝑐2 ) = 0.     →   ∅ ( 𝑥𝑦 ,
x

p
 ) = 0   

 →   c2 = g(c1) .  →     
x

p
=  g(𝑥𝑦)  .   → p =   

x

g(𝑥𝑦)
  .    

 →  
𝛛𝐳

𝛛𝐱
 =   

x

g(𝑥𝑦)
  .    → 𝐙 = ∫   

x

g(𝑥𝑦)
 dx +  ∅ (𝑦 )  .  

 

 :تمارين )) جد الحل العام للمعادلات الآتية (( 

2x 
∂2z

∂x2
− y 

∂2z

∂x ∂y
+ 2 

∂z

∂x
  = 4x 𝒚𝟐 .     1 

 𝒙𝒚𝒓 + 𝒙𝟐𝒔 − 𝒚𝒑 = 𝟎..   5 𝟐𝒚𝒕 + 𝒙𝒔 − 𝒒 = 𝟎 .  2 

𝒙𝒓 + 𝒚𝒔 − 𝟐𝒑 =  
x

y
 .    6 𝒙𝒓 − 𝒚𝒔 − 𝒑 = 𝒙𝒚 .  3 
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