
 2تفاضلية جزئية إسم المادة : معادلات 

 الفصل : الثاني

 محاضرة  15من أصل  12رقم المحاضرة :  

 

 ((   Separation Of Variables Methods  طريقة فصل المتغيرات  ))

لخص الطريقة بفرض الحل على شكل حاصل ضرب دالتين مفصولتين و حسب المتغيرات التي تعتمد عليها الدالة تت      

 بعدها نحصل على معادلتين إعتياديتين  الحل المفروض بحدود المعادلة المطلوب حلها  ثم تعويض المجهولة في المعادلة 

يتم حلها و تعويض الحل بالحل المفروض للحصول على الحل العام للمعادلة و بتطبيق الشروط  نحصل على الحل 

 الخاص .

             حل المعادلة  :  :  1مثال 
𝛛𝐔

𝛛𝐱
 + 𝐔 =    

𝛛𝐔

𝛛𝐲
  . ,     𝐔(𝐱, 𝟎) = 4 e−3x   .    

   𝐿𝑒𝑡  𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥). 𝑌(𝑦)   ,   →   
𝛛𝐔

𝛛𝐱
= 𝐗′𝐘.,     

𝛛𝐔

𝛛𝐲
= 𝐗𝐘′  .       

 بعد فرض الحل و إشتقاقه نعوض في المعادلة الأصلية ثم نفصل المتغيرات : 

 [ X′Y + XY =  XY′. ]  ÷   XY .      →      
X′

𝑋
 + 1 =  

Y′

𝑌
 . … … … … . (1).     

وهذا يعطينا المعادلتين  aصحيحة يجب أن يساوي كل من طرفيها لثابت واحد و ليكن    (1)لتكون المعادلة          

 الإعتياديتين :

  
X′

𝑋
 + 1 = a. … … ….  (2).            ,      

Y′

𝑌
= a . … … … … … . . (3).             

  (2)  →    𝑋′ + ( 1 − 𝑎 ) 𝑋 = 0.    →   ( 𝑚 + (1 − a)) = 0.   (( caractarestic equation )).      

 →   𝑚 = a − 1 .   → X(x) = c1  𝐞(𝐚−𝟏) 𝐱      . 

  (3)  →    𝑌′ − 𝑎 𝑌 = 0.    →   (𝑚 − 𝑎) = 0.   (( caractarestic equation )).      

 →   𝑚 = a .   → Y(y) = c2  𝐞𝐚 𝐲 

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒 U(x, t) = X(x). T(t) → 𝑈(𝑥, 𝑦) = c1  𝐞(𝐚−𝟏) 𝐱 . c2  𝐞𝐚 𝐲,

→  𝑈(𝑥, 𝑦) = c  𝐞(𝐚−𝟏) 𝐱+𝒂𝒚.  . , ( 𝑐1. 𝑐2 = 𝑐 ). 

→  𝑈(𝑥, 0) = c  𝐞(𝐚−𝟏) 𝐱.  =   4 e−3x  .    →   𝑐 = 4 ., 𝑎 − 1 = −3 . ,   → 𝒂 = −𝟐 .    

→  𝑼(𝒙, 𝒚) = 𝟒  𝐞−𝟑 𝐱−𝟐𝒚.   . 

 

    :  حل المعادلة  :  2مثال 
𝛛𝐔

𝛛𝐭
=  

𝛛𝟐𝐔

𝛛𝐱𝟐
 . ,   U(0, t) = 0. ,   U(10, t) = 0., U(x, 0) = 𝟓0 sin

𝟑π𝐱

𝟐
  .  

Let  U(x, t) = X(x). T(t)   ,   →   
𝛛𝐔

𝛛𝐭
= 𝐓′𝐘.,     

𝛛𝟐𝐔

𝛛𝐱𝟐
= 𝐗′′𝐓  .       

 بعد فرض الحل و إشتقاقه نعوض في المعادلة الأصلية ثم نفصل المتغيرات : 

 [ T′X =  𝐗′′𝐓. ]  ÷   XT .      →      
𝐗′′

𝑋
 =  

T′

𝑇
 . … … … … . (1).     
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وهذا يعطينا المعادلتين  aصحيحة يجب أن يساوي كل من طرفيها لثابت واحد و ليكن    (1)لتكون المعادلة        

 الإعتياديتين : 

   𝐗′′ = 𝑎𝑋 . … … … … . (2).,        T′ = 𝑎𝑇 . … … … … … … (3).        

 يأخذ ثلاث إحتمالات و هي :   aالثابت  

1-   ( < 0  a )    للسهولة نضع(𝑎 = ג − 
2

 )  : 

 (2)  →   X′′ ג +
2

𝑋 = 0 .   →   ( m2 ג +
2

) = 0.   (( caractarestic equation )).    

→    m2 = ג − 
2

 . ,    →  m = . 𝑖ג ∓ ,    → X(x) = A1 𝐜𝐨𝐬 ג x + A2 sin    . x ג 

(3)  →   T′ + ג 
2

𝑇 = 0 .   →   𝑚 = ג −
2

. ,    →  T(t) = c1 e− ג
2

𝑡   .    

 𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒  U(x, t) = X(x). T(t)  ,

→   U(x, t) =  e− ג
2

𝑡 { A 𝐜𝐨𝐬 ג x + B sin .{  x ג  ( General Solution ).  

 خدم شروط المعادلة , من الشرط الأول نحصل :( وللحصول على الحل الخاص نست B = C1A1 , A = C2A2حيث إن )   

→ U(0, t) =  e− ג
2

𝑡A = 0 .,   →  A = 0 .,   →  U(x, t) = B e− ג
2

𝑡  sin     . x ג 

Aهنا وضعت ) = ג −e( لأنه  ) 0
2

𝑡  لا يمكن أن تساوي صفر لكون الحل سيكون صفر و هذا غير ممكن و ذلك لسبب )
 عدم تحقيقه للمعادلة و كافة شروطها في هذه الحالة .

 و بتطبيق الشرط الثاني نحصل على : 

→  U(10, t) = B e− ג
2

𝑡  sin ג𝟏𝟎   = 0 .   →    sin ג𝟏𝟎   = 0. … … … (4).         . 

sinهنا وضعت ) ג𝟏𝟎   = ג −e ( لأنه  ) 0
2

𝑡 B. لا يمكن أن تساوي لنفس السبب السابق أعلاه ) 

(4)  → ג 10    = 𝑚𝛑 .     → ג  =  
𝑚𝛑

10
 .   , 𝑚 =  ± 1  ± 2 ± 3 ± ⋯ … … … .. 

→  U(x, t) = B e
−(

 𝑚2𝜋2

100
)𝑡

 sin  
𝑚𝛑

10
 x .    

 و بتطبيق الشرط الثالث نحصل على : 

→  U(𝑥, 0) = B sin  
𝑚𝛑

10
 x  = 𝟓0 sin

𝟑π𝐱

𝟐
 .   →    B = 50.  ,    𝑚 = 15 .     

→  U(x, t) = B e
−(

 225 𝜋2

100
)𝑡

 sin  
3𝛑

2
 x .    

2-  (a = 0   ) : عندئذ يكون 

 (2)  →   X′′ = 0 .   →   m2 = 0.   (( caractarestic equation )) .  →   𝑋(𝑥) = 𝐴1𝑥 + 𝐴2.   

(3)  →   𝑇 = 0 .   →   𝑚 = 0.,    →  T(t) = c1    .    

 𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒  U(x, t) = X(x). T(t) .    →     U(x, t) =  𝐴𝑥 + 𝐵 .  𝑆𝑢𝑐ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 ( B =  C1A1 , A =  C2A2).   
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,U(0                       من الشرط الأول نحصل : t) = 𝐵 = 0.    →     U(x, t) =  𝐴𝑥 . 

,U(10                       من الشرط الثاني نحصل :و  t) = 10𝐴 = 0.    →    A = 0 .  

,U(xهذا معناه  )   t) =  .لة ا(  و بهذا لا يقبل الحل عند هذه الح  0 

3-  (0 >a      للسهولة نضع )(𝑎 = ג
2

 )  : 

(2) →  X′′ ג −
2

𝑋  = 0 .   →   m2 − ג 
2

= 0.   (( caractarestic equation ))  .       

→  m2 = ג 
2

 .   →   𝑚 = ± 1.  ,      → X(x) = A1 eג𝑥 + A2 e−ג𝑥   . 

(3) →  T′ ג −
2

𝑇  = 0 .   →   m2 ג −
2

= 0.  →  m2 = ג 
2

., →   T(t) = c1eג
2

t   .     

𝑆𝒊𝒏𝒄𝒆  𝐔(𝐱, 𝐭) = 𝐗(𝐱). 𝐓(𝐭) .  →  𝐔(𝐱, 𝐭) =  eג
2

t  { A eג𝑥 + B e−ג𝑥 } , 𝑺𝑢𝑐ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡 ( B =  C1A1 , A =  C2A2). 

   من الشرط الأول نحصل :

                     U(0, t) = eג
2

t { A + B } = 0.    →      { A + B } = 0 … … … … . (∗) . 

   من الشرط الثاني نحصل :و 

                     U(10, t) = eג
2

t  { A e10ג + B e−10ג } = 0. → { A e10ג + B e−10ג } =

0 … . . (∗∗).    

,(∗)من العلاقتين   ,U(x)  نستنتج بأن  (∗∗) t) =  ( و بهذا لا يقبل الحل عند هذه الحالة . 0

>  aالإحتمال الوحيد للحصول على حل يحقق المعادلة و كافة شروطها هو الإحتمال الأول ) لذا فإن   0  . ) 

  

 
 :لمعادلات الآتية (( إستخدم طريقة فصل المتغيرات لحل اتمارين )) 

  
∂U

∂x
  =   

∂U

∂y
  . ,     U(0, y) =  e2y   .     1 

 
∂U

∂t
=  

∂2U

∂x2
 − 4U . ,   U(0, t) = 0. ,   U(π , t) = 0., U(x, 0) = 4 sin  2x .   2 

∂U

∂t
=  

∂2U

∂x2
 − U . ,   U(0, t) = 0. ,   U(10 , t) = 0., U(x, 0) = 8 sin  3πx .   3 

∂U

∂t2
=  

∂2U

∂x2
 − 4U ., 

 

U(0, t) = 0. ,   U(10 , t) = 0.,    𝑈𝑡(x, 0) = 0 .       , U(x, 0) = 3 sin  2πx . 

4 

∂U

∂t
=  

∂2U

∂x2
  . ,   U(0, t) = 0. ,   U(10 , t) = 0., U(x, 0) = 𝑥 .   5 
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