
 2إسم المادة : معادلات تفاضلية جزئية 

 الفصل : الثاني

 محاضرة  15من أصل  13رقم المحاضرة :  

 ( Fourier Seriesمتسلسلة فورييه ) 

تستخدم للتعبير عن أي دالة ) لنشر أي دالة ( بدوال مثلثية و التي كثير ما و هي عبارة عن متسلسلة مثلثية         
نحتاجها للتعبير عن الحركات الموجية و الإهتزازية و إنتقال الحرارة و غيرها المستخدمة في كثير من التطبيقات 

  الهندسية و الفيزيائية .   
 خطي من دوال الجيب و الجيب تمام يعبر عنه بالشكل :عبارة عن تركيب   f(x)متسلسلة فورييه للدالة           

 𝑓(𝒙) = 𝒂𝟎 +  ∑ 𝒂𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝒙 +   ∑ 𝒃𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝒏𝒙 . … … … … … ..  (𝟏).

∞

𝒏=𝟏

 

∞

𝒏=𝟏

       

, 𝒂𝟎 إن إختلاف متسلسلة فورييه من دالة إلى أخرى هو قيم الثوابت )           𝒂𝒏 , 𝒃𝒏 : و التي نجدها كالآتي  ) 

 :   𝜋إلى  𝜋 –من  (𝟏)نكامل طرفي المتسلسلة  𝒂𝟎لإيجاد  -1

∫ 𝑓(𝒙)
𝜋

– 𝜋
𝒅𝒙 = ∫ 𝒂𝟎

𝜋

– 𝜋
𝒅𝒙 +  ∑ 𝒂𝒏  ∫ cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥  

𝜋

– 𝜋
 +  ∑ 𝒃𝒏 ∫ sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥  

𝜋

– 𝜋
∞
𝒏=𝟏 .∞

𝒏=𝟏   

 →  ∫ 𝒇(𝒙)
𝝅

– 𝝅

𝒅𝒙 =  𝒂𝟎𝒙 ]
−𝝅
𝝅  + 𝟎 + 𝟎 = 𝐚𝟎( 𝛑 − (−𝛑)) =  𝟐𝐚𝟎𝛑 . →   𝐚𝟎 =  

𝟏

𝟐𝝅
∫ 𝒇(𝒙)

𝝅

– 𝝅

𝒅𝒙. 

 

 

𝐜𝐨𝐬بعد ضرب طرفيها في ) 𝜋إلى  𝜋 –من  (𝟏)نكامل طرفي المتسلسلة  𝒂𝒏لإيجاد  - 2   𝒏𝒙 ) : 

  ∫ 𝒇(𝒙)
𝝅

– 𝝅
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 𝒅𝒙 = 𝒂𝟎 ∫ 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 𝒅𝒙

𝝅

– 𝝅
 + 𝒂𝒏 ∫ (𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙)𝟐 𝒅𝒙 +  𝒃𝒏 ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 𝒅𝒙

𝝅

– 𝝅
  .   

𝝅

– 𝝅
 

  →  ∫ 𝒇(𝒙)
𝝅

– 𝝅

𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 𝒅𝒙 = 𝟎 +
𝒂𝒏

𝟐
 ∫ ( 𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒏𝒙 )𝒅𝒙 +  𝟎  .   

𝝅

– 𝝅

      

    →  ∫ 𝒇(𝒙)
𝝅

– 𝝅
𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 𝒅𝒙 =

𝒂𝒏

𝟐
 [ 𝒙 +  

𝟏

𝟐𝒏
  𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒏𝒙  ]

−𝝅
𝝅  =

𝒂𝒏

𝟐
 ( 𝟐𝛑) = 𝒂𝒏 𝛑 .     

    

→   𝐚𝐧 =  
𝟏

𝝅
∫ 𝒇(𝒙) 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 

𝝅

– 𝝅

𝒅𝒙. 

  -------------------------------------------------------------------------------------------------------------
-- 

𝐬𝐢𝐧نتبع نفس الإسلوب السابق بعد ضرب طرفي المتسلسلة في )  𝐛𝐧لإيجاد  - 3 𝒏𝒙 ) : حيث يكون 
   

  𝐛𝐧 =  
𝟏

𝝅
∫ 𝒇(𝒙) 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝒙 

𝝅

– 𝝅

𝒅𝒙. 

 

 
 ( : f(x) = x  :  جد متسلسلة فورييه للدالة  ) إنشر الدالة ( )  1مثال 

   𝐚𝟎 =  
𝟏

𝟐𝝅
∫ 𝒇(𝒙)

𝝅

– 𝝅
𝒅𝒙.   →  𝐚𝟎 =  

𝟏

𝟐𝝅
∫ 𝒙

𝝅

– 𝝅
𝒅𝒙. =   

𝟏

𝟐𝝅
 [ 

𝒙𝟐

𝟐
  ]

−𝝅
𝝅 =    

𝟏

𝟐𝝅
 [ 

𝝅𝟐

𝟐
 – 

𝝅𝟐

𝟐
 ] = 𝟎.    

 𝐚𝐧 =  
𝟏

𝝅
∫ 𝒇(𝒙) 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 

𝝅

– 𝝅

𝒅𝒙. =
𝟏

𝝅
∫ 𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝒙 

𝝅

– 𝝅

𝒅𝒙. =
𝟏

𝝅
 {[ 

𝒙

𝒏
 𝐬𝐢𝐧 𝐧𝐱  ]

−𝝅
𝝅 −  

𝟏

𝒏
 ∫ 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝒙 𝒅𝒙 }.

𝝅

−𝝅
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   → 𝒂𝒏 =    
𝟏

𝝅
 { 𝟎 +  [  

𝟏

𝒏𝟐
 𝐜𝐨𝐬 𝐧𝐱  ]

−𝝅
𝝅   }  =   

𝟏

𝝅
 { 𝟎 + 𝟎 } = 𝟎.    

𝐛𝐧 =  
𝟏

𝝅
∫ 𝒇(𝒙) 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝒙 

𝝅

– 𝝅

𝒅𝒙. =
𝟏

𝝅
∫ 𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒏𝒙 

𝝅

– 𝝅

𝒅𝒙. =
𝟏

𝝅
 {[ 

𝒙

𝒏
 𝐜𝐨𝐬 𝐧𝐱  ]

−𝝅
𝝅 −  

𝟏

𝒏
 ∫ 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝒙 𝒅𝒙 }.

𝝅

−𝝅

   

→ 𝐛𝐧 =
𝟏

𝝅
 {− 

𝝅

𝒏
 (−𝟏)𝒏 − ( 

𝝅

𝒏
 (−𝟏)𝒏) + 𝟎 } =  − 

𝟐

𝒏
 (−𝟏)𝒏  =  

𝟐

𝒏
 (−𝟏)𝒏+𝟏   .    

 

𝑆𝑖𝑛𝑐𝑒  𝑓(𝒙) = 𝒂𝟎 +  ∑ 𝒂𝒏 𝐜𝐨𝐬 𝒏𝒙 +   ∑ 𝒃𝒏 𝐬𝐢𝐧 𝒏𝒙 .

∞

𝒏=𝟏

 

∞

𝒏=𝟏

 

     →   𝑥 =   ∑
𝟐

𝒏
 (−𝟏)𝒏+𝟏 𝐬𝐢𝐧 𝒏𝒙 .∞

𝒏=𝟏                 

        →   𝒙 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝒙 + 
𝟐

𝟑
 𝐬𝐢𝐧 𝟑𝒙 − 

𝟏

𝟐
  𝐬𝐢𝐧 𝟒𝒙 +  

𝟐

𝟓
 𝐬𝐢𝐧 𝟓𝒙 − ⋯ … … … … … … . .     

 

 
في   x( و ذلك بتعويض قيمة  e ,  𝝅ممكن إستخدام العلاقة أعلاه لإيجاد قيم تقريبية للأعداد المتسامية  )    ملاحظة :

 
𝝅

𝟐
    بعد تكملة الناتج . 2ثم نضرب الطرفين في      ,  

         

, 𝝅 تبديل الفترة )  𝝅-   بالفترة )𝑳 , 𝑳 )  -  )  :: للقيام بذلك نستخدم التحويل 

           ( Z =  
𝜋𝑥

𝐿
  ., dZ =  

𝜋

𝐿
 dx  .  على فرض إن :   (

 f(x) = f(z).,    − L  ≤ x ≤   L  ., − π  ≤ Z ≤  π .  

  f(𝑧) = 𝑎0 +  ∑ 𝑎𝑛 cos 𝑛𝑧 +   ∑ 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑧 .

∞

𝑛=1

 

∞

𝑛=1

 

   𝐚𝟎 =  
𝟏

𝟐𝝅
∫ 𝒇(𝒛)

𝝅

– 𝝅
𝒅𝒛.   →  𝐚𝟎 =  

𝟏

𝟐𝝅
∫ 𝒇(𝒙)

𝑳

–𝑳

𝜋

𝐿
𝒅𝒙 =    

1

2𝐿
 ∫ 𝒇(𝒙)

𝑳

–𝑳
𝒅𝒙    .     

 الطريقة يكون :   بنفس

   𝐚𝐧 =  
1

𝑳
 ∫ 𝒇(𝒙)

𝑳

–𝑳
 𝒄𝒐𝒔  (

𝒏𝝅𝒙

𝑳
 ) 𝒅𝒙 . ,       𝐛𝐧 =  

1

𝑳
 ∫ 𝒇(𝒙)

𝑳

–𝑳
 𝒔𝒊𝒏 ( 

𝒏𝝅𝒙

𝑳
 ) 𝒅𝒙 .     

 

 
 جد متسلسلة فورييه للدالة :    : 1مثال 

    f(x) =  {
−1         2 ≤ x ≤ 0.
3            0 ≤ x ≤  2.

              

  f(𝑥) = 𝑎0 +  ∑ 𝑎𝑛 cos (
nπx

𝑳
 )  +  ∑ 𝑏𝑛 sin (

nπx

𝑳
 ) .

∞

𝑛=1

 

∞

𝑛=1

 

    𝐚𝟎 =
1

2𝐿
 ∫ 𝒇(𝒙)

𝑳

–𝑳
𝒅𝒙 . =  

𝟏

𝟒
 { ∫ −𝒅𝒙 . + ∫ 𝟑𝒅𝒙 . } = 

𝟐

𝟎

𝟎

−𝟐

𝟏

𝟒
 { [−𝐱]−𝟐

𝟎  +   [𝟑𝐱]𝟎
𝟐 } =  

𝟏

𝟒
 {−𝟐 + 𝟔} =

𝟏.      

   𝐚𝐧 =  
1

𝑳
 ∫ 𝑓(𝑥)

𝑳

–𝐿
cos (

𝒏𝝅𝒙

𝑳
 ) dx =  

1

𝟐
{ ∫ −

𝟎

–𝟐
 𝒄𝒐𝒔  (

𝒏𝝅𝒙

𝟐
 ) dx +  ∫ 3

𝟐

𝟎
𝒄𝒐𝒔  (

𝒏𝝅𝒙

𝟐
 ) dx }.        

𝒂𝒏 =   
𝟏

𝒏𝝅
 { [−𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒙

𝟐
 ]

−𝟐

𝟎

 +   [𝟑𝐬𝐢𝐧
𝒏𝝅𝒙

𝟐
]

𝟎

𝟐

 }  = 0 .    
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𝒃𝐧 =  
1

𝑳
 ∫ 𝑓(𝑥)

𝑳

–𝐿

sin (
𝒏𝝅𝒙

𝑳
 ) dx =  

1

𝟐
{ ∫ −

𝟎

–𝟐

 𝒔𝒊𝒏  (
𝒏𝝅𝒙

𝟐
 ) dx +   ∫ 3

𝟐

𝟎

𝒔𝒊𝒏  (
𝒏𝝅𝒙

𝟐
 ) dx }.        

𝒃𝒏 =  
𝟏

𝒏𝝅
 { [𝐜𝐨𝐬

𝒏𝝅𝒙

𝟐
 ]

−𝟐

𝟎

 + [−𝟑𝐜𝐨𝐬
𝒏𝝅𝒙

𝟐
]

𝟎

𝟐

 }  =
𝟏

𝒏𝝅
 { (1 − cos 𝒏𝝅 ) − 3(cos 𝒏𝝅 − 1) }  .    

𝒃𝒏  =
𝟏

𝒏𝝅
 { (1 − cos 𝒏𝝅 ) + 3(1 − cos 𝒏𝝅) } =  

𝟒

𝒏𝝅
 { (1 − cos 𝒏𝝅 )}   =  

𝟒

𝒏𝝅
 { (1 − (−1)𝑛}  .  

𝒃𝒏  =  {
𝟎  𝐢𝐟 𝐧 𝐢𝐬 𝐞𝐯𝐞𝐧.            
𝟖

𝒏𝝅
  𝒊𝒇 𝒏 𝒊𝒔 𝒐𝒅𝒅.        

 

→  f(x) = 𝟏 +    ∑  
𝟖

𝒏𝝅
𝐬𝐢𝐧

𝒏𝝅𝒙

𝑳
 .∞

𝒏=𝟏                 

 → f(x) = 𝟏 +
𝟖

𝝅
{ 𝐬𝐢𝐧

𝝅𝒙

𝟐
+

𝟐

𝟑
𝐬𝐢𝐧

𝟑𝝅𝒙

𝟐
 + 

𝟏

𝟓
 𝐬𝐢𝐧

𝟓𝝅𝒙

𝟐
    + ⋯ … … … … }.     

 

 

 :الآتية ((  فورييه للدوال جد متسلسلةتمارين )) 

    f(x) =  { 
𝑥                 2 ≤ x ≤ 0.

x + 2           0 ≤ x ≤  2.
 1 

f(x) =  { 
2𝑥                 2 ≤ x ≤ 3.
x + 1           3 ≤ x ≤  4.

 2 

f(x) =  {
−2        − π ≤ x ≤ 0.
2            0 ≤ x ≤  π.

 3 

f(x) =  {
 2        − π ≤ x ≤ 0.
x            0 ≤ x ≤  π.

 4 

f(x) =  {
 0        − π ≤ x ≤ 0.
x2            0 ≤ x ≤  π.

 5 

 

لتكون الفترة متماثلة مع الفترات في بقية الأسئلة و الأمثلة  ( u = x - 3لحل السؤال الثاني نفرض إن )  ملاحظة : 

 التي  تم حلها .
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