
 2إسم المادة : معادلات تفاضلية جزئية 

 الفصل : الثاني

 محاضرة  15من أصل  14رقم المحاضرة :  

 ( The Heat Equationمعادلة التوصيل الحراري ) 

و درجة حرارة نهايتيه مثبتة على  Lإن المعادلة التي تصف عملية إنتقال الحرارة في ذراع معدني طوله          

 تكون بالصيغة : (𝒙)∅ الصفر و درجة الحرارة الإبتدائية للذراع تساوي  
   

∂U

∂𝑡
= a2   

∂2U

∂x2
  . ,          0 ≤ x ≤   L 

U(0, t) = 0. ,   U(10 , t) = 0. ,     U(x, 0) = ∅(𝒙). 

 هذه المعادلة تحل بطريقة فصل المتغيرات السابقة و كالآتي :         

𝐗′′ + ג
𝟐

𝑿 = 𝟎 . → (𝐦𝟐 + ג
𝟐

) = 𝟎.,

m2 = ג −
2

. ,   →  m = . 𝑖ג ∓ ,   → X(x) = A1 𝐜𝐨𝐬 ג x + A2 sin     .. x ג 

, T′ + 𝑎2 ג
2

𝑇 = 0 . →  𝑚 + 𝑎2 ג
2

= 0. →    𝑚 = −𝑎2 ג
2

. ,    →  T(t) = c1 e−𝑎2 ג
2

𝑡   .    

   →   𝐔(𝐱, 𝐭) =  𝐞− 𝒂𝟐ג
𝟐

𝒕 { 𝐀 𝐜𝐨𝐬 ג 𝐱 + 𝐁 𝐬𝐢𝐧 .{  𝐱 ג  ( 𝐆𝐞𝐧𝐞𝐫𝐚𝐥 𝐒𝐨𝐥𝐮𝐭𝐢𝐨𝐧 ).  

 ( : A = 0من الشرط الأول نحصل على )   

     →   𝐔(𝐱, 𝐭) =  𝐞− 𝒂𝟐ג
𝟐

𝒕 𝐁 𝐬𝐢𝐧  . 𝐱 ג 

 : من الشرط الثاني نحصل على

     →   U(L, t) =  e− 𝑎2ג
2

𝑡 B sin Lג  = 0 ., → Lג    = nπ ., → ג   =  
nπ

L
   .   

 →   𝐔(𝐱, 𝐭) =  𝐞
− 𝒂𝟐(

nπ
L

 )
𝟐

𝒕
 𝐁 𝐬𝐢𝐧

nπ

L
 𝐱 .  … … … … … . . (∗).    

فأنه يوجد عدد لا ينتهي من الحلول و لكون المعادلة الأصلية  (∗)يحقق الحل   nبما إنه يوجد عدد لا ينتهي من        

 متجانسة فإن الحل العام لها عبارة عن مجموع تلك الحلول ) أي إن (  :

     𝐔(𝐱, 𝐭) = ∑   Bn  𝐞− 𝒂𝟐(
𝐧𝛑

𝐋
 )𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧

𝐧𝛑

𝐋
 𝐱 .∞

𝒏=𝟏   

 من الشرط الثالث نحصل على :

           → 𝐔(𝐱, 𝐭) = ∑  Bn 𝐬𝐢𝐧
𝐧𝛑

𝐋
 𝐱 =  ∅(𝒙)  .∞

𝒏=𝟏 

 (. L , 0  على الفترة ) (𝒙)∅هي معاملات فورييه الجيبية للدالة  Bnحيث إن       

 

 𝟑𝒙   هيدرجة الحرارة الإبتدائية للذراع  و درجة حرارة نهايتيه مثبتة على الصفر و   2ذراع معدني طوله  : 1مثال 

 ؟ فما هي درجة حرارة نقاط الذراع في الأزمان المختلفة .

      درجة الحرارة تمثل بالمعادلة :  الحل :
∂U

∂𝑡
= a2   

∂2U

∂x2
  . ,          0 ≤ x ≤   2 

U(0, t) = 0. ,   U(2 , t) = 0. ,     U(x, 0) = 3𝑥. 

 إن حل هذه المعادلة يعطى بالعلاقة :
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     𝐔(𝐱, 𝐭) = ∑   Bn  𝐞− 𝒂𝟐(
𝐧𝛑

𝐋
 )𝟐𝒕  𝐬𝐢𝐧

𝐧𝛑

𝐋
 𝐱 .∞

𝒏=𝟏    

 :.( 2 , 0  على الفترة ) 𝟑𝒙هي معاملات فورييه الجيبية للدالة  Bnحيث إن 

      𝒃𝐧 =  
2

𝑳
 ∫ 𝑓(𝑥)

𝑳

0
sin (

𝒏𝝅𝒙

𝑳
 ) dx . =  

2

𝟐
 ∫ 3𝑥 

𝟐

0
sin (

𝒏𝝅𝒙

𝑳
 ) dx .  = 3( 

2

𝒏𝝅
 ) ∫ 𝑥 

𝟐

0
sin (

𝒏𝝅𝒙

𝟐
 ) (

𝑛𝜋

2
 ) dx .      

 =  
𝟔

𝒏𝝅
  { [−𝐱 𝐜𝐨𝐬

𝒏𝝅𝒙

𝟐
]

𝟎

𝟐

 +   ∫ 𝒄𝒐𝒔  (
𝒏𝝅𝒙

𝟐
 ) dx.

𝟐

𝟎
}  .   

      =  
−𝟏𝟐

𝒏𝝅
 𝒄𝒐𝒔 𝒏𝝅 =  

−𝟏𝟐

𝒏𝝅
 (−𝟏)𝒏  =  

𝟏𝟐

𝒏𝝅
 (−𝟏)𝒏+𝟏   .   

    → 𝐔(𝐱, 𝐭) =
𝟏𝟐

𝝅
∑   

(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏
  𝐞

− 𝒂𝟐(
𝒏𝝅

𝟒
 )

𝟐
𝒕
 𝐬𝐢𝐧

𝐧𝛑

𝟐
 𝐱 .∞

𝒏=𝟏 

 

 ( : .Laplace Method To solve The P.D.Eطريقة تحويل لابلاس لحل المعادلات الجزئية  )  

الذي يحول المعادلة إلى معادلة   هذه الطريقة استخدام تحويل لابلاس لحدود المعادلة التفاضلية الجزئية  تتضمن            

تفاضلية إعتيادية ) بعد تبديل متغيراتها ( والتي يكون حلها أسهل ثم يستخدم معكوس تحويل لابلاس لإرجاع كتابة    

 المعادلة بمتغيراتها الأصلية . 

 بالشكل :   U(x,t)لاس للدالة  يعرف تحويل لاب     

      𝑳[ 𝑈(𝑥, 𝑡)] = 𝑈(𝑥, 𝑠) =  ∫ 𝑒−𝑠𝑡∞

0
  𝑈(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 .      

 كالآتي :  للمشتقات الجزئيةيعرف تحويل لابلاس و 

        𝟏 −   𝑳 [
𝜕𝑈

𝜕𝑡
] = 𝑠𝑢 =  𝑈(𝑥, 0).     

 𝟐 −   𝑳 [
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
] = 𝑠2𝑢 −  𝑠𝑈(𝑥, 0)  −  

𝜕𝑈

𝜕𝑡
 (𝑥, 0)  .   

      𝟑 −   𝑳 [
𝜕𝑈

𝜕𝑥
] =

𝑑𝑢

𝑑𝑥
.  ,     

  𝟒 −   𝑳 [
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2] =
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2  .        

 يمكن إثبات هذه التحويلات بإستخدام التعريف كالآتي : 

     𝑳 [
𝜕𝑈

𝜕𝑡
] =  ∫ 𝑒−𝑠𝑡∞

0
  

𝜕𝑈

𝜕𝑡
 𝑑𝑡 ., { 𝐿𝑒𝑡 𝑢 = 𝑒−𝑠𝑡 . → 𝑑𝑢 =  −𝑠 𝑒−𝑠𝑡 , 𝑑𝑣 =

𝜕𝑈

𝜕𝑡
 𝑑𝑡. → 𝑣 =

𝑢(𝑥, 𝑡). }    

     → 𝑳 [
∂U

∂t
] =  e−st u(x, t)]0

∞ + s ∫ e−st∞

0
  u(x, t) dt .       
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    → 𝑳 [
∂U

∂t
] =  −U(x, 0)  + s L [ u(x, t)}dt .  =  𝑠𝑢 − 𝑢(𝑥, 0).      

 

  ----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

- 

      𝑳 [
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
] = 𝑳 [

∂V 

∂t
] ., 𝑆𝑢𝑐ℎ 𝑡ℎ𝑎𝑡  𝑉 =   

𝜕𝑈

𝜕𝑡
   . 

 

 

     → 𝑳 [
𝜕2𝑈

𝜕𝑡2
] = 𝑠𝑉 − 𝑉(𝑥, 0) = 𝑠 [ 𝑠𝑢 − 𝑢(𝑥, 0)] − 

𝜕𝑈

𝜕𝑡
 (𝑥, 0). = 𝑠2𝑢 − 𝑠𝑈(𝑥, 0)  −

  
𝜕𝑈

𝜕𝑡
 (𝑥, 0)  .         -------------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------- 

       𝑳 [
𝜕𝑈

𝜕𝑥
] = ∫ 𝑒−𝑠𝑡∞

0
  

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 𝑑𝑡 . =  

𝑑

𝑑𝑥
 ∫ 𝑒−𝑠𝑡∞

0
 𝑢 𝑑𝑡 . =  

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 .    

 

    𝑳 [
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2] = 𝑳 [ 
𝜕

𝜕𝑥
 ( 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
 )] =  𝑳 [ 

𝜕

𝜕𝑥
 ]  . 𝑳 [( 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
 )] =  

𝑑

𝑑𝑥
 { 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 }  =

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2  .       
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