
 معادلات تفاضلية اعتيادية تؤول الى معادلات مُتجانسة 

 (1تكون هذه المعادلات التفاضلية الاعتيادية على صورة ) 

dy

dx
=

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1

𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦 + 𝑐2
… (1) 

,𝒂𝟏حيث  𝒂𝟐, 𝒃𝟏, 𝒃𝟐, 𝒄𝟏, 𝒄𝟐   ثوابت  فإذا كان𝒄𝟏 = 𝒄𝟐 = فإن المعادلات التفاضلية تمثل    𝟎

𝒄𝟏معادلات تفاضلية مُتجانسة ويمكن حلها كما في الحل السابق وأما اذا كانت   ≠ 𝒄𝟐 ≠ فهنا    𝟎

 توجد حالتين:  

 إذا كان المستقيمان متقاطعان .  - الحالة الأولى :

 الخطوات :    

( نضع المستقيمان بالشكل التالي:             1
𝒂𝟏𝒙 + 𝒃𝟏𝒚 + 𝒄𝟏 = 𝟎
𝒂𝟐𝒙 + 𝒃𝟐𝒚 + 𝒄𝟐 = 𝟎

  . 

|( فإذا كان    2
𝒂𝟏 𝒃𝟏

𝒂𝟐 𝒃𝟐
| ≠  فإن المستقيمان مُتقاطعان     𝟎

,ℎ)( نفترض ان نقطة التقاطع  3 𝑘)   ونستخدم التعويض 

𝑥 = 𝑢 + ℎ
𝑦 = 𝑣 + 𝑘

} =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑎1(𝑢 + ℎ) + 𝑏1(𝑣 + 𝑘) + 𝑐1

𝑎2(𝑢 + ℎ) + 𝑏2(𝑣 + 𝑘) + 𝑐2
 

,ℎ)وبما ان   𝑘)  :نقطة التقاطع المستقيمان أي انها تقع على كل مستقيم وعليه فإن 

𝑎1ℎ + 𝑏1𝑘 + 𝑐1 = 0
𝑎2ℎ + 𝑏2𝑘 + 𝑐2 = 0

 

 وعليه تكون المعادلة 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑎1𝑢 + 𝑏1𝑣

𝑎2𝑢 + 𝑏2𝑣
 

ويمكن حلها بنفس اسلوب المتجانسة    v,uوهذه معادلة تفاضلية مُتجانسة في متغيرين 

. 



                          *               *                                       * 

Example :- Find the general solution for the following ODE . 

                 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑥 + 𝑦 − 3

𝑥 + 𝑦 − 2
 

 -: Sol 

2𝑥 + 𝑦 − 3 = 0
𝑥 + 𝑦 − 2 = 0

                 |
2 1
1 1

| = 2 − 1 = 1 ≠ 0 

 المستقيمان متقاطعان  

2𝑥 + 𝑦 − 3 = 0
𝑥 + 𝑦 − 2 = 0

 

 ____________ 

𝑥 − 1 = 0 ⟹ 𝑥 = 1 , 𝑦 = 1 

,𝒉) نقطة التقاطع   ∴ 𝒌) = (𝟏, 𝟏) . 

𝐿𝑒𝑡  
𝑥 = 𝑢 + 1
𝑦 = 𝑣 + 1

} 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

2(𝑢 + 1) + 𝑣 + 1 − 3

(𝑢 + 1) + (𝑣 + 1) − 2
 ⟹  

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

2𝑢 + 𝑣

𝑢 + 𝑣
 (معادلة متجانسة )                    

𝐿𝑒𝑡  𝑣 = 𝑧𝑢 ⟹  
𝑑𝑣

𝑑𝑢
= 𝑧 + 𝑢

𝑑𝑧

𝑑𝑢
  

𝑧 + 𝑢
𝑑𝑧

𝑑𝑢
=

2𝑢+𝑧𝑢

𝑢+𝑧𝑢
                                         

𝑢
𝑑𝑧

𝑑𝑢
=

2+𝑧

1+𝑧
− 𝑧                                              

𝑢
𝑑𝑧

𝑑𝑢
=

2+𝑧−𝑧−𝑧2

𝑧+1
                                            

||

1

2−𝑧2
=

𝐴

√2−𝑧
+

𝐵

√2+𝑧

1 = 𝐴(√2 + 𝑧) + 𝐵(√2 − 𝑧)

𝐴 =
1

2√2
 , 𝐵 =

1

2√2

 

𝑧 + 1

2 − 𝑧2
𝑑𝑧 =

𝑑𝑢

𝑢
 

∫
𝑧

2 − 𝑧2
+

1

2 − 𝑧2
𝑑𝑧 = ∫

𝑑𝑢

𝑢
 



−
1

2
𝐿𝑛|2 − 𝑧2| −

1

2√2
𝐿𝑛|√2 − 𝑧| +

1

2√2
𝐿𝑛|√2 + 𝑧| = 𝐿𝑛|𝑢| + 𝑐 

−
1

2
𝐿𝑛 |2 −

𝑣2

𝑢2
| −

1

2√2
𝐿𝑛 |√2 −

𝑣

𝑢
| +

1

2√2
𝐿𝑛 |√2 +

𝑣

𝑢
| = 𝐿𝑛|𝑥 − 1| + 𝑐 

−
1

2
𝐿𝑛 |2 −

(𝑦 − 1)2

(𝑥 − 1)2
| −

1

2√2
𝐿𝑛 |√2 −

𝑦 − 1

𝑥 − 1
| +

1

2√2
𝐿𝑛 |√2 +

𝑦 − 1

𝑥 − 1
| = 

𝐿𝑛|𝑥 − 1| + 𝑐 

 

 

*                                                             *                                                            * 

 

Example:- Find the general solution of the following ODE . 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥 + 𝑦 − 3

𝑥 − 𝑦 − 1
 

:      Sol 

       
𝑥 + 𝑦 − 3 = 0
𝑥 − 𝑦 − 1 = 0

                  |
1 1
1 −1

| = −1 − 1 = −2 ≠ 0 

 المستقيمان متقاطعان                                             

𝑥 + 𝑦 − 3 = 0
𝑥 − 𝑦 − 1 = 0

 

2𝑥 − 4 = 0 ⟹ 𝑥 = 2 , 𝑦 = 1 

 ( h,k( = ) 2,1نقطة التقاطع    )

𝐿𝑒𝑡 
𝑥 = 𝑢 + 2
𝑦 = 𝑣 + 1

} 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑢 
 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

(𝑢 + 2) + 𝑣 + 1 − 3

(𝑢 + 2) − (𝑣 + 1) − 1
 ⟹  

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

𝑢 + 𝑣

𝑢 − 𝑣
       (𝐻𝑜𝑚𝑜𝑔𝑒𝑛𝑒𝑜𝑢𝑠 𝑒𝑞. ) 

𝐿𝑒𝑡  𝑣 = 2𝑢 ⟹  
𝑑𝑣

𝑑𝑢
= 𝑧 + 𝑢 +

𝑑𝑧

𝑑𝑢
 



𝑧 + 𝑢
𝑑𝑧

𝑑𝑢
=

𝑢 + 𝑧𝑢

𝑢 − 𝑧𝑢
 

𝑢
𝑑𝑧

𝑑𝑢
=

1 + 𝑧

1 − 𝑧
− 𝑧 =

1 + 𝑧 − 𝑧(1 − 𝑧)

1 − 𝑧
=

1 + 𝑧 − 𝑧 + 𝑧2

1 − 𝑧
=

1 + 𝑧2

1 − 𝑧
 

1 − 𝑧

1 + 𝑧2
𝑑𝑧 =

𝑑𝑢

𝑢
 

∫
𝑑𝑧

1 + 𝑧2
− ∫

𝑧

1 + 𝑧2
𝑑𝑧 = ∫

𝑑𝑢

𝑢
 

𝑡𝑎𝑛−1𝑧 −
1

2
𝐿𝑛|1 + 𝑧2| = 𝐿𝑛|𝑢| + 𝑐 

𝑡𝑎𝑛−1
𝑣

𝑢
−

1

2
𝐿𝑛 |1 +

𝑣2

𝑢2
| = 𝐿𝑛|𝑥 − 2| + 𝑐 

𝑡𝑎𝑛−1
𝑦 − 1

𝑥 − 2
−

1

2
𝐿𝑛 |1 +

(𝑦 − 1)2

(𝑥 − 2)2
| = 𝐿𝑛|𝑥 − 2| + 𝑐 

 _____________________________________________________ 

 الحالة الثانية : إذا كان المستقيمان مُتوازيان 

 كان المحدد لهما = صفر ملاحظة: يكون المستقيمين متوازيين إذا 

|
𝑎1 𝑏1

𝑎2 𝑏2
| = 0      , 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 = 0 

 وفي هذه الحالة نستخدم التعويض الاكثر سهولة 

      𝑧 = 𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦
𝑜𝑟 𝑧 = 𝑎2𝑥 + 𝑏2𝑦

 

 ( الى معادلة تفاضلية تحل بطريقة فصل التغيرات. 1فتحول المعادلة التربيعية الاعتيادية رقم )

𝑬𝒙𝒂𝒎𝒑𝒍𝒆: − 𝐹𝑖𝑛𝑑 𝑡ℎ𝑒 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑓𝑜𝑟 𝑡ℎ𝑒 𝑂𝐷𝐸 . 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥 + 𝑦 − 5

𝑥 + 𝑦 + 1
 

:Sol 

  
𝑥 + 𝑦 − 5 = 0
𝑥 + 𝑦 + 1 = 0

         |
1 1
1 1

| = 1 − 1 = 0 



 فإن المستقيمين متوازيين 

𝐿𝑒𝑡  𝑧 = 𝑥 + 𝑦 ⟹ 𝑦 = 𝑧 − 𝑥  

⟹  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑧

𝑑𝑥
− 1 

 

 

⟹  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥 + 𝑦 − 5

𝑥 + 𝑦 + 1
 

⟹  
𝑑𝑧

𝑑𝑥
− 1 =

𝑧 − 5

𝑧 + 1
 ⟹  

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑧 − 5

𝑧 + 1
+ 1 =

𝑧 − 5 + 𝑧 + 1

𝑧 + 1
 

⟹  
𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

2𝑧 − 4

𝑧 + 1
 ⟹  

𝑧 + 1

2𝑧 − 4
𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 ⟹  

𝑧 + 1

2(𝑧 − 2)
𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 

⟹  
1

2
∫

𝑧

𝑧 − 2
+

1

𝑧 − 2
𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝑥 

⟹  ∫
𝑧 − 2 + 2

𝑧 − 2
+

1

𝑧 − 2
𝑑𝑧 = 2 ∫ 𝑑𝑥 

⟹  ∫
𝑧 − 2

𝑧 − 2
+

2

𝑧 − 2
+

1

𝑧 − 2
𝑑𝑧 = 2 ∫ 𝑑𝑥 

⟹  ∫ 1 +
3

𝑧 − 2
𝑑𝑧 = 2 ∫ 𝑑𝑥 

⟹  𝑧 + 3𝐿𝑛|𝑧 − 2| = 2𝑥 + 𝑐  

⟹  𝑥 + 𝑦 + 3𝐿𝑛|𝑥 + 𝑦 − 2| = 2𝑥 + 𝑐 

⟹ 𝑥 + 𝑦 + 𝐿𝑛(𝑥 + 𝑦 − 2)3 = 2𝑥 + 𝑐 

⟹ 𝑦 = 𝑥 − 𝐿𝑛(𝑥 + 𝑦 − 2)3 + 𝑐 

 _____________________________________________________ 

𝑬𝒙𝒂𝒎𝒑𝒍𝒆: 𝐹𝑖𝑛𝑑 𝑡ℎ𝑒 𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑓𝑜𝑟 𝑡ℎ𝑒 𝑓𝑜𝑙𝑙𝑜𝑤𝑖𝑛𝑔 𝑂𝐷𝐸 . 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟐𝒙 + 𝒚 − 𝟏

𝟒𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟓
 



:Sol 

2𝑥 + 𝑦 − 1 = 0
4𝑥 + 2𝑦 + 5 = 0

                      |
2 1
4 2

| = 4 − 4 = 0 

 
 فإن المستقيمين مُتوازيين  

𝐿𝑒𝑡  𝑧 = 2𝑥 + 𝑦 ⟹ 𝑦 = 𝑧 − 2𝑥 

⟹  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑧

𝑑𝑥
− 2 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑥 + 𝑦 − 1

2(2𝑥 + 𝑦) + 5
 ⟹

𝑑𝑧

𝑑𝑥
− 2 =

𝑧 − 1

2𝑧 + 5
 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑧 − 1

2𝑧 + 5
+ 2 ⟹

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑧 − 1 + 4𝑧 + 10

2𝑧 + 5
 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

5𝑧 + 9

2𝑧 + 5
 ⟹

(2𝑧 + 5)

(5𝑧 + 9)
 𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 

∫
5(2𝑧 + 5)

5(5𝑧 + 9)
 𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝑥  ⟹  ∫

10𝑧 + 25

5(5𝑧 + 9)
 𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝑥 

⟹  ∫
10𝑧 + 18 + 7

5(5𝑧 + 9)
 𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝑥 

⟹  ∫
2(5𝑧 + 9)

5(5𝑧 + 9)
+

7

5(5𝑧 + 9)
 𝑑𝑧 = ∫ 𝑑𝑥 

⟹  ∫
2

5
+

7

25
 ∙  

5

5𝑧 + 9
 𝑑𝑧 + ∫ 𝑑𝑥  

⟹  
2

5
𝑧 +

7

25
 𝐿𝑛|5𝑧 + 9| = 𝑥 + 𝑐 

⟹  
2

5
 (2𝑥 + 𝑦) +

7

25
 𝐿𝑛|10𝑥 + 5𝑦 + 9| = 𝑥 + 𝑐 

 

  Example :- Find the general solution for the following ODE . 



𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟒𝒙 + 𝟑𝒚 + 𝟐

𝟑𝒙 + 𝟐𝒚 + 𝟏
 

 -: Sol 

4𝑥 + 3𝑦 + 2 = 0
3𝑥 + 2𝑦 + 1 = 0

                       |
4 3
3 2

| = 8 − 9 = −1 ≠ 0 

 المستقيمان متقاطعان 

12𝑥 + 9𝑦 + 6 = 0          ∗ 3

∓12𝑥 ∓ 8𝑦 ∓ 4 = 0      ∗ 4
 

𝑦 + 2 = 0 ⟹   𝑦 = −2    𝑎𝑛𝑑   𝑥 = 1 

,ℎ)نقطة التقاطع هي     ∴ 𝑘) = (1, −2)   

𝐿𝑒𝑡    𝑥 = 𝑢 + 1 

𝑦 = 𝑣 − 2                     
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑣

𝑑𝑢
 

𝑑𝑣

𝑑𝑢
=

4(𝑢 + 1) + 3(𝑣 − 2) + 2

3(𝑢 + 1) + 2(𝑣 − 2) + 1
  ⟹   

𝑑𝑣

𝑑𝑢

=
4𝑢 + 3𝑣

3𝑢 + 2𝑣
     (ℎ𝑜𝑚𝑜𝑔𝑒𝑛𝑒𝑜𝑢𝑠 𝑒𝑞. ) 

𝐿𝑒𝑡  𝑣 = 𝑧𝑢 ⟹   
𝑑𝑣

𝑑𝑢
= 𝑧 + 𝑢

𝑑𝑧

𝑑𝑢
 

𝑧 + 𝑢
𝑑𝑧

𝑑𝑢
=

4𝑢 + 3𝑧𝑢

3𝑢 + 2𝑧𝑢
 

𝑢
𝑑𝑧

𝑑𝑢
=

4 + 3𝑧

3 + 3𝑧
− 𝑧 

𝑢
𝑑𝑧

𝑑𝑢
=

4 + 3𝑧 − 3𝑧 − 2𝑧2

3 + 2𝑧
 

3 + 2𝑧

4 − 2𝑧2
 𝑑𝑧 =

𝑑𝑢

𝑢
 

 


