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 والاستًراريت انغاياث بانهغت انعربيت: انرابعتاسى انحاضرة 
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 انرابعتيحتوى انًحاضرة 

  ) and Continuous  sLimit) : انغاياث والاستًراريت 2-4

  ( ) راذٖا فئُ غاٝح اىذاىح    ٍاعذا      ٍعشفح عيٚ مو ّقاغ اىد٘اس ىيْقطح   ىرنِ اىذاىح اىَشمثح  : 2-2تعريف

 ٗ تعثاسج اخشٙ أ     ٕٜ اىعذد      ذقرشب ٍِ   عْذٍا

   
    
 ( )     

 ٗذحيٞيٞاً ٝنُ٘ اىرعشٝف ٍنافئ ىيرعشٝف اٟذٜ :

 تحٞث أُ      ٝ٘خذ عذد ٍ٘خة    ىنو عذد ٍ٘خة 

| ( )    |    

 ٍرٚ ٍا ماّد

   |    |    

|    |ْٕٗذصٞاً ٝنُ٘ أُ لأٛ خ٘اس  |    |                 ىـ ٝ٘خذ خ٘اس      ىيْقطح           

 (.8-2َا فٜ اىشنو )م    ذقع داخو اىد٘اس     اىرٜ ذنُ٘ ص٘سذٖا  تحٞث أُ مو ّقطح      ىيْقطح        

 (8-2انشكم )

تْٖٞاا ٗتاِٞ اىاذٗاه  َٞٞزْٕٗا خذٝش تاىزمش أّٔ عْذ دساصح اىغاٝااخ فاٜ اىاذٗاه اىَشمثاح ٝداة أُ ٝناُ٘ ىاذْٝا اىذ اح تااىر

تَْٞااا فااٜ اىااذٗاه     ّٗصااف  طشٕااا      َٝثااو فرااشج ٍشمزٕااا    أُ فااٜ اىااذٗاه اىحقٞقٞااح اىدـــااـ٘اساىحقٞقٞااح ثٞااث 

فااٜ اىدَيااح     ٕٗاازا ْٝطثااى عيااٚ خاا٘اس      طااشٓ ّٗصااف      ااشم ٍشماازٓ َٝثااو  اىَشمـــااـثح فاائُ اىداا٘اس 

| ( )    | ٝناُ٘ أٍاا     ٗاىٞضااس ثٞاث ات راشاب ىيْقطاح فنشذٜ اىْٖاٝح ٍِ اىَِٞٞ ذفقـذ ٕزٓ اىَلاثظح ٗ    

فائُ    ّٗصف  طـــــــشٓ       اىد٘اس ٕ٘  شم ٍشمزٓ أٍا فٜ اىذٗاه اىَشمثح ثٞث أُ  . اىٞضاس فقػ ٍِ اىَِٞٞ أٗ

 ات رشاب ٝنُ٘ عثش ٍضاساخ لاّٖائٞح .

 ىْفشض أُ   ذنُ٘ ٗثٞذج ٗىثشْٕح ٕزٓ اىَلاثظح .إُ ٗخذخ فئّٖا   ( ) اىغاٝح ىيذاىح  :2-2يلاحظــت

   
    
 ( )             ٗ            

    
 ( )     
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 تحٞث أُ             ٝ٘خذ       ىزىل ىنو 

| ( )    |    

  |    |   عْذٍا ٝنُ٘                                    

 ٗ 

| ( )    |    

  |    |   عْذٍا ٝنُ٘                                   

 ٗعيٞٔ ٝنُ٘ 

|     |  |( ( )    )  ( ( )    )| 

                                           | ( )    |  | ( )    |         

              َٝنِ ىزىل عذد َٝنِ اخرٞاسٓ مأصغش ٍا   صاىة,   عذد غٞش  |     |ٗىنِ 

|     |   أٗ        . 

( ) ح   خذ اىغاٝح ىيذاى:  8-2يثال  
    

   
  تاصرخذاً اىرعشٝف .         عْذٍا 

  :ىزىل َٝنِ اصرخذاً فنشج اىرحيٞو اىثضٞػ ماٟذٜ     ذ  لاثظ أُ اىذاىح غٞش ٍعشفح عْ: انحم

 ( )  
(   )(   )

   
     

     ّخراس     إرُ ٝنُ٘ تاعرثاس 

|   |                  ٝنُ٘          

( ) |         ٝؤدٛ إىٚ   (  )|  |     |  |   |                      

                                      
   
 ( )  إرُ                                                                      

       إثثد اُ :  9-2يثال
     .     

|   |     تحٞث ٝنُ٘      ّدذ  ٝدة أُ     ىرنِ : انحم |    |  ٝقاتو     اُٟ .     

 ّعٞذ مراتح 

|    |  |   ||   |   |   | 
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}                        ٕٗزا ٝعْٜ أّٔ لأٛ  3ٝنُ٘ ٍقٞذا تاىعذد    |   |  فئُ        إرا اخرشّا 
 

 
  }  

 فئُ فٜ ٕزٓ اىحاىح ٝنُ٘  

  |   |    

|    |ٝؤدٛ إىٚ                  

 ٕٗزا ٝؤدٛ إىٚ أُ 

   
   
      

 إثثد أّ إرا ماُ:  01-2يثال

 ( )  
  

 
 

| | اىَعشفح عيٚ اىقشم   فئُ     

   
   
 ( )    

| |ٝقع عيٚ ثذٗد اىقشم  2لاثظ أُ اىعذد : انحم | |  ذقع فٜ اىقشم  ٗأٝعاً عْذٍا       فئُ        

| ( )   |  |
  

 
  |  |

   

 
| 

 فئُ       , أٛ عذد  ىزىل لأٛ  

| ( )   |    

 عْذٍا ٝنُ٘ 

  |   |     

  .(9-2أصغش ٍا َٝنِ ٗمَا ٍ٘ظح تاىشنو )       ىزىل ّخراس 
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 (9-2انشكم )

( ) إثثد إُ اىغاٝح ىيذاىح    :00-2يثال  
 

 
 غٞش ٍ٘خ٘دج.       عْذٍا 

 .   ٗاىرخٞيٜ     عيٚ الاثذاثٜ اىحقٞقٜ     ح  ىثشْٕح  رىل دعْا ّدذ اىغاٝ: انحم

 إرُ        فٜ اىحاىح الأٗىٚ ىرنِ  

   
   

 

 
    
   

 

 
    
   

 

 
   

    فئُ          فٜ اىحاىح اىثاّٞح ىرنِ 

   
   

 

 
    
   

  

  
    
   

  

  
    

ىازىل ٕازا ٝاؤدٛ إىاٚ اُ اىغاٝاح غٞاش  ىزىل صْحصو عيٚ  َٞرِٞ ٍخريفرِٞ ىيغاٝح ذعرَذ عيٚ إذدآ اىرقااسب ٍاِ اىصافش

 ٍ٘خ٘دج .

)اىَالاّٖاٝح( ٍع ثقو الأعذاد  اىعقذٝح عْذئزٍ ٝطياى عيٞأ ثقاو الأعاذاد اىعقذٝاح     عْذٍا ذنُ٘ اىْقطح  :3-2تعريف 

 اىَ٘صعح.

ٍِٗ ذعشٝف اىغاٝح      ( )   ٍِ اىَالاّٖاٝح    ْٕٗا صْذسس اىغاٝح ٍٗفٍٖٖ٘ا ىيذٗاه اىعقذٝح عْذٍا ٝقرشب اىَرغٞش

 اىْظشٝح اٟذٞح صرثِٞ مٞف ٝرٌ ٕزا.  ٗ     تد٘اساخ          صاتقاً صْقً٘ ترغٞٞش تضٞػ ىد٘اس اىْقاغ

       فئُ :   ّقطح فٜ اىَضر٘ٛ         ّقطح فٜ اىَضر٘ٛ      ىرنِ : 0-2َظريت 

    
    

 

 ( )
       إرا ٗفقػ إرا ماُ       

    
 ( )  أ       

   
   
 (
 

 
)        إرا ٗفقػ إرا ماُ     

   
 ( )  ب       
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 (
 
 )
       إرا ٗفقػ إرا ماُ       

   
 ( )  ج       

  انبرهاٌ:

( )         ىرنِ   أ.  تحٞث أُ        ٝ٘خذ          ىزىل ىنو      

| ( )|  
 

 
 

|    |  عْذٍا         

| |  ذقع داخو اىد٘اس  ( )   ٕٗزا ٝعْٜ   
 

 
 ذقع داخو اىد٘اس     ٍرٚ ٍا ماّد       ىيْقطح  

  |    |    

|ٗعيٞٔ ٝنُ٘   
 

 ( )
  | |    |     عْذٍا         

        ىزىل ٝنُ٘ 
 

 ( )
         

( )       ىرنِ   ب. | |عْذٍا   تحٞث أُ       ٝ٘خذ       ىزىل ىنو         
 

 
   ٝنُ٘   

| ( )    | ظع .    
 

 
) |  ىزىل     ٍحو    

 

 
)    |     

|   |   عْذٍا   ٕٗ٘ اىَطي٘ب.               

 .اىحالاخ الاخشٙ ذرشك ذَشِٝ  ىيطاىة

يثال
 

 خذ  َٞح ٍاٝيٜ :: 2-02

   
    

    

   
 

        تَا أُ: انحم
   

    
 أعلآ 1-2اىْظشٝح  ىزىل ٝنُ٘ ثضة      

   
    

    

   
   

      إثثد اُ    :03-2يثال 
    

   
  . 

 :انحم
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(
 
 )
  

(
 
 )
  
    
   

    

    
   

 أعلآ ٝنُ٘  1-2ىزىل ت٘اصطح اىْظشٝح 

   
   

    

   
   

       إثثد أُ   :04-2يثال
     

    
  . 

    :انحم

                
   

(
 
  
)   

(
 
  
)   

      
   

 (    )

    
  تَا أُ                                              

 ٝنُ٘   1-2ىزىل ت٘اصطح ّظشٝح 

   
   

     

    
   

( )     ىرنِ: 2-2َظريت  ٍا            اىْقطح  ٍعشف تد٘اس     داىح عقذٝح ثٞث         

 . راذٖا    عذا  

 عْذئزٍ ٝنُ٘    (     )          (     )       ثٞث             ٗىٞنِ 

   
    
 ( )     

 إرا ٗفقػ إرا ماُ

                                {
   

(   ) (     )
(   )    

   
(   ) (     )

(   )    
                                  ( )          ٗ 

 تحٞث أُ                    ٝ٘خذ      صحٞحح ىزىل ىنو ( )ّفشض  :انبرهاٌ

   

 |    |  
 

 
(    )√       فئُ    

  (    )
 إرا ماُ                 
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|    |  
 

 
(    )√       فئُ    

  (    )
             ٗ  

 فثَا أُ             أصغش ٍِ   فئرا فشظْا أُ 

|(    )  (      )  |  |(    )   (    )|  |    |  |    | 

ٗ 

√(    )
  (    )

  |(    )   (    )|  |(    )  (      )| 

 فيزىل إرا ماُ 

  |(    )  (      )|    

 فئُ

|(    )  (      )  |  
 

 
 
 

 
   

 ٕٗزا ٝثشِٕ أُ 

   
    
 ( )     

 ٗىثشْٕح اتذدآ اىَعامش ّفشض أُ 

   
    
 ( )     

 تحٞث أُ             ٝ٘خذ      فَِ اىرعشٝف ٝنُ٘ ىذْٝا أُ ىنو 

|    |    | ( )    |    

 ٍِٗ ذعشٝف ٍقٞاس اىعذد اىعقذٛ فئّٔ 

√(    )
  (    )

     | ( )    |                               

| (   )    |  |   ( ( )    |  | ( )  ٗتَا أُ                               |   

| (   )    |  |   ( ( )    |  | ( )    |                                         

 تحٞث أُ       ٝ٘خذ         أعلآ ّضرْرح أُ ىنو  ٍِٗ اىعلا رِٞ

  √(    )
  (    )

      | (   )    |     
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  √(    )
  (    )

      | (   )    |    

 .  ( ) ٕٗزا ٍنافئ ىيعلا ح

 أٗخذ ّٖاٝح اىذاىح  اىعقذٝح: 05-2يثال

 ( )  
 

     
  
      

    
 

 عْذٍا                                                                    

  ّضرطٞع أُ ّلاثظ أُ  ( )  ٍِ اىذاىح : انحم

 (   )  
 

     
   (   )  

      

    
 

                     
    
     

}   ىزىل                                                                 

           
(   ) (     )

 (   )     
(   ) (    )

 

     
 
 

 
 ٗاُٟ ٝنُ٘                    

   
(   ) (     )

 (   )     
(   ) (    )

      

    
 
 

 
                          

      ٗتاىراىٜ ثضة اىْظشٝح    
 

 
      

 

 
 إرُ ٝنُ٘                                        

   
    
 ( )            

   
     

 ( )  
 

 
 
 

 
                   

 فئرا ماّد     ىَٖا ّٖاٝرِٞ عْذ اىْقطح داىرِٞ     ىٞنِ : 3-2َـــظريـــت

        
    
 ( )                      

    
 ( )     

 فئُ 

   
    
[ ( )   ( )]             

   
    
[ ( ) ( )]            
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 ( )

 ( )
 
  
  
      

 ٝرشك ذَشِٝ ىيطاىة  :انبرهاٌ

  (The continuity) :الاستًراريت  4-2تعريف 

إرا      ٍضارَشج عْاذ اىْقطاح   , ٝقاه أُ اىذاىح        اىزٛ ٝح٘ٛ      اىَداه داىح عقذٝح ٍعشفح عيٚ  ( )  ىٞنِ 

 ماُ   

   
    
 ( )   ( ) 

   إرا ذحقى اىششغ اٟذٜ :      ٍضرَشج عْذ اىْقطح   ٗتعثاسج أخشٙ اىذاىح 

   تحٞث أُ            ٝ٘خذ     نو ى

     |    | ( ) |ٝؤدٛ إىٚ           (  )|   . 

 فئُ:     اىرٜ ذْرَٜ ىيَداه اىَشرشك     داىرِٞ ٍضرَشذِٞ عْذ اىْقطح      إرا ماُ : 4-2ظريـــتَ

 .    ٍضرَشج عْذ  (     ) اىذاىح أ.  

       ٍضرَشج فٜ اىْقطح       اىذاىح  ب.  

 .     تششغ        ٍضرَشج فٜ اىْقطح     اىذاىح  ج.  

 اىثشٕاُ ٝرشك ذَشِٝ ىيطاىة.

ٍضرَشج عْذ      فئُ   (  )   ٍضرَشج عْذ اىْقطح     ٗاىذاىح    اىْقطح ٍضرَشج عْذ    ماّد  إرا :5-2َظريت

      اىْقطح

 تحٞث           ٝ٘خذ      فئّٔ ىنو   (  )  عْذ اىْقطح   ٍِ ذعشٝف اتصرَشاسٝح  ىيذاىح : انبرهاٌ

|   (  )|     | ( )   ( (  ))|    

     تحٞث     ٝ٘خذ          فئّٔ ىنو    ٍضرَشج عْذ اىْقطح  ٗمزىل تَا أُ 

|    |    | ( )   (  )|     

   ّضرْرح أُ        ,    ( )    ٗتفشض اُ 

|    |    | ( )   (  )|     | ( )   ( (  ))|    
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       ٍضرَشج عْذ اىْقطح     ٗتٖزا أثثرْا أُ 

إرا مااااااُ               ٍضااااارَشج فااااٜ اىْقطااااح ( )  ْٕٗااااا ٍااااِ اىدااااذٝش تاىَلاثظاااااح أّْااااا ّقاااا٘ه ىيذاىااااح 

 .(     ) ٍضرَشج عْذ   (   )   (   ) 

(   )   ٍضااارَشج  ٗرىااال لأُ              اىذاىاااح اٟذٞاااح   :  01-2يثاااال          ٗ (   )  

 .اىحقٞقٞح      ٍضرَشج ىدَٞع  ٌٞ     

ثاتد     تاعرثاس      فٖٜ ذنُ٘ تاىعشٗسج ٍضرَشج عْذ   اىَداه   ٍضرَشج عيٚ    إرا ماّد  :3-2يلاحظـت

ٗمزىل       عْذ     ىيَرغٞش ٗاىعنش غٞش صحٞح أٛ أُ اتصرَشاسٝح   ثاتد     تاعرثاس   ٗمزىل ٍضرَشج عْذ 

ا ٝيٜ ٍثاه ٝ٘ظح ٕزٓ َٗفٞ     عْذ      إىٚ اتصرَشاسٝح  تاىْضثح ىيَرغٞش لاٝؤدٛ تاىعشٗسج      عْذ      ىيَرغٞش

 .اىحاىح

 ىرنِ :08-2يثال 

 ( )   (    )  {

   

     
                

                             

 

 غٞش ٍ٘خ٘د ٗمزىل اىعنش ّدذ أُ         تاعرثاس  فئرا فشظْا أُ اىذاىح تاىْضثح إىٚ 

 (   ( ))   ( )  
  (  )

  
                            

 ثٞث     (   ) ٍضرَشج عْذ  ( )  إرا ماّد 

   
   
   

 ( )     ( )   ( ) 

 فئُ   ٗأٝعاً تاىْضثح إىٚ 

 (    )   ( )  
  (  )

   
                            

   
   
   

 ( )     ( )   ( ) 

 .(   )  ٍضرَشج عْذ  ( )  أٛ أُ 

(    )    ٗىنِ إرا اعرثشّا أُ       عِ غشٝى اىَضاس       



12 
 

 ( )  
    

       
 
 

    
        

 ( )   اىغاٝاح غٞاش ٍ٘خا٘دج ٗتاىرااىٜذناُ٘ ىاٚ اىصافش ىازىل ا     ذعرَذ عيٚ غشٝقح ٗص٘ه  ( )        ىزىل 

 .    غٞش ٍضرَشج عْذ 

 (Uniform Continuity) : الإستًراريت انًُتظًت 2-5

|     |  تحٞااااث أُ          َٝنِ إٝداد      إرا ماااااُ ىنااااو : 4-2تعريااااف (  ) |   فاااائُ       

 (  )|  أٛ ّقطرِٞ اخرٞاسٝرِٞ ظَِ اىَداه .        ثٞث     

 .فقػ         ٗلا ٝعرَذ عيٚ    ٝعرَذ عيٚ  لاثظ فٜ ٕزا اىرعشٝف أُ اخرٞاس 

( )   إثثد أُ : 09-2يثال  | | ٍْرظَح اتصرَشاسٝح فٜ اىَْطقح       ىنْٖا غٞش ٍْرظَاح الاصارَشاسٝح     

 . ℂفٜ اىحقو 

| |  أٛ ّقطرِٞ فٜ اىَداه         ىٞنِ  :انحم  ىزىل إرا ماُ         

| (  )   (  )|  |  
    

 |  |     ||     | 

                                   |     |(|  |  |  |)   |     |            (| |   ) 

|     |    | (  )   (  )|     

    اُٟ ىٞنِ 
 

 
 ىزىل ٝنُ٘ ىذْٝا         فْعع   

|     |    | (  )   (  )|    

 ٕٗ٘ اىَطي٘ب ٍِ اىْظشٝح .

( ) أُ اىذاىح   إثثد: 21-2يثال   
 

 
| |    حغٞش ٍْرظَح اتصرَشاسٝح فٜ اىَْطق    . 

| |عااااذدِٝ فااااٜ اىَداااااه        ٗ            ٗىاااارنِ      ىااااٞنِ  :انحاااام ,     ثٞااااث       

   
 

   
 ّلاثظ أُ .  

|     |  |  
 

   
|                                           

       | (  )   (  )|  |
 

 
 
   

 
|  |
 

 
|  تَْٞا                                             
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( )    ىزىل ٍِ اىرعشٝف ّدذ أُ اىذاىح  
 

 
| |             فٜ اىَداه غٞش ٍْرظَح اتصرَشاسٝح   اُٟ  .   

 صْعطٜ تعط اىحقائى اىََٖح تذُٗ  تشٕاُ.

ذنُ٘ ٍضرَشج ٗاىعنش غٞش صحٞح , أٍا إرا ماّاد اىذاىاح ٍضارَشج فاٜ   إُ اىذاىح ٍْرظَح اتصرَشاسٝح: 4-2يلاحظــت

 ٍداه ٍغيى فئّٖا ذنُ٘ ٍْرظَح اتصرَشاسٝح.

 


