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 عشر انرابعتيحتوى انًحاضرة 

 

 يقديت6-1

م٘سعاخ اىرٜ ذنْ  ػينٚ  ُ ػْنذ -فٜ دساعرْا اىغاتقح ذؼيَْا مٞف ّجذ قَٞح اىرناٍو ٍِ خلاه ٍا ذق٘ىٔ ّظشٝح م٘شٜ

فئُ قَٞح اىرناٍو ىيذاىح ح٘ه ٕزا اىنْر٘س ذننُ٘ فناشاو ٗاُٟ ٝرثنادس       اىذاخيٞح ٗػيٚ مْر٘س ٍغيق تغٞػ مو اىْقاغ

؟ ٗمٞنف    اىْقناغ داخنو اىنْرن٘س ٍارا ى٘ ماّد اىذاىح غٞش ذحيٞيٞنح ػْنذ ٍجَ٘ػنح ٍْرٖٞنح ٍنِ :  رٕاّْا ٕزا اىغؤاهفٜ 

 َٝنِ إٝجاد اىرناٍو ىيذاىح ؟ 

ٕزا ٍا ع٘ف ذجٞثٔ ّظشٝح اىشٗاعة) اىث٘اقٜ ( اىرٜ ّحِ تصذد دساعرٖا فٜ ٕزا اىاصو ٗاىرٜ ذؼرثش ٍِ اىْظشٝاخ 

 اىرطثٞقٞح.اىََٖح فٜ اىشٝاظٞاخ 

 ) Residue  )انراسب1-6تعرٍف

 فئُ ٍرغيغيح ى٘ساّد ذنُ٘ ماٟذٜ :      ىٖا ّقطح شارج غٞش صائيح    ىرنِ اىذاىح 

 ( )  ∑   (    )
 

 

    

 

|    |    داخو اىشنو اىحيقٜ    . 

  ىيحذ      فئُ اىَؼاٍو 
 

    
 ٗتاىشٍ٘ص ٝنُ٘         ػْذ  ٝغَٚ اىشاعة )اىثاقٜ( ىيذاىح     

             

( )   ٍرغيغيح ى٘ساّد ىيذاىح   :1-6يثال    
 

 ذنُ٘ تاىصٞغح اٟذٞح:   

 ( )    
 

 
 

  

    
 

  

    
   

 ىزىل فئُ ٍؼاٍو   
 

   
   ٛ  ُ  ٕ٘ اىشاعة )اىثاقٜ( ىيذاىح  2 ٗاىزٛ َٝثو اىؼذد  

           

فٜ إٝجاد اىَان٘ك ىذاىح ٍا ٍِ  جو حغاب اىشاعة )اىثاقٜ( ىزىل اقرعٚ ىْا ػشض فٜ تؼط الأحٞاُ ّ٘اجٔ فؼ٘تح 

 ٕزٓ اىْظشٝح اىرٜ ذغاػذّا فٜ إٝجاد اىشاعة )اىثاقٜ( ػْذ الأقطاب ىيذاىح.

 فئُ    ػْذ    ىٖا قطة ٍِ اىشذثح    ( ) إرا ماّد اىذاىح  : 1-6َظرٍت
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(   ) 
 

    

     
 (    )

  ( )               ( )  

 ذؼطٚ تاىصٞغح اىراىٞح:      فئُ ٍرغيغيح ى٘ساّد ح٘ه اىْقطح    ىٖا قطة ٍِ اىشذثح ( )  تَا  ُ اىذاىح  :انبرهاٌ 

 ( )  
   

(    )
 

   
   

(    )
 
 

   

(    )
      (    )

                                                                                    ( ) 

(    ) ّعشب اىَرغيغيح تـ 
 ذنُ٘ ماٟذٜ :   ( ) فئُ اىصٞغح   

(    )
  ( )           (    )

       (    )
                     

   (    )
    (    )

      (    )
      

 ّحصو ػيٚ       ٍِ اىَشاخ تاىْغثح ىيَرغٞش      تئجشاء الإشرقاق 

    

     
 (    )

  ( )  (   )         (    ) 

                                          
(   ) 

 
  (    )

    

 ٕٗزا ٝؤدٛ إىٚ 

   
    

    

     
 (    )

  ( )  (   )     

 ٗماٟذٜ:    ( )   ّحصو ػيٚ قَٞح اىشاعة ىيذاىح    (   )تاىقغَح ػيٚ   

                 
    

 

(   ) 
 

    

     
 (    )

  ( )  

    فئُ    قطة تغٞػ ػْذ      إرا ماُ ىيذاىح ىيؼقذٝح   :1-6َتَجت 

             
    

(    )
  ( ) 

( )   اىشاعة )اىثاقٜ( ىيذاىحإحغة :2-6يثال  
    

  
     

 ػْذ اىصاش ىزىل فئُ اىشاعة ىٖزٓ اىذاىح ٝنُ٘        ىٖا قطة ٍِ اىشذثح اىثاّٞح  ٛ  ُ    ( )  اىذاىح  :انحم 
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( 

    

  
)     

   
(
             

  
) 

 ىزىل فئُ   0ّجذ قَٞح اىغاٝح ٗذغاٗٛ  ٗتاعرخذاً قاػذج ى٘تٞراه

           

( )  إحغة اىشاعة ىيذاىح    :3-6يثال  
  

    
 

 ىزىل فئُ اىشاعة َٝنِ حغاتٔ تاىص٘سج اٟذٞح:                ىٖا قطة تغٞػ ػْذ  ( )  اىذاىح : انحم

            
   

( 
  

    
)       

   

 

    
   

 ٗمزىل 

            
   

((   )
  

    
)       

   

   

    
     

( ) إحغة اىشاعة ىيذاىح    :4-6يثال  
    

  
  

  ىزىل فئُ اىشاعة ىٖزٓ اىذاىح ٕ٘     ػْذ اىْقطح  3تَا  ُ اىذاىح ىٖا قطة ٍِ اىشذثح   انحم:

     ( )    
 

  
   
   

  

   
[  

    

  
]                                       

                                      
 

 
    
   

  

   
        

 

 
    
   

 

  
              

                                     
 

 
    
   

                                                

                                        
   

          

     
     

   

     

          
                

                                     
 

 
     

   

 

    
     

   

 

    
  

 

 
                                 

اُٟ ّؼطٜ اىْرٞجح اٟذٞح اىرٜ ٍِ خلاىٖا ّحغة اىشاعة ىيذاىح اىنغشٝح تحٞث ٝنُ٘ ملا اىثغػ ٗاىَقاً داىراُ 

 ذحيٞيٞراُ ػْذ ّقطح ٗاىَقاً ىٔ قطة تغٞػ ػْذ ذيل اىْقطح .
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( ) ىرنِ اىذاىح  :2-6َتَجت   
 ( )

 ( )
(  ) فئُ        تحٞث       ذحيٞيٞراُ ػْذ  ( )   ( )   حٞث    

        تَْٞا   ىٖا قطة تغٞػ ػْذ     ( ) 

           
 (  )

  (  )
 

(  )     ٛ  ُ       ىٖا قطة تغٞػ ػْذ ( )  اىذاىح اىرحيٞيٞح  انبرهاٌ:  ٕ٘ زىل فئُ اىشاعة ىٖزٓ اىذاىحى    

             
    

(    )
 ( )

 ( )
                                          

    
    

 ( )

[
 ( )   (  )

    
]
 

 (  )

  (  )
 

( ) جذ اىشاعة ىيذاىح   :5-6 يثال         

( ) َٝنِ إػادج مراتح اىذاىح   انحم:  
    

    
ىٖا قطة تغٞػ       دٗاه ذحيٞيٞح ٗ ُ ىزىل تَا  ُ اىثغػ ٗاىَقاً  

 مزىلػذد فحٞح ٗ   حٞث        ػْذ

        

  ٕ٘   ىزىل فئُ اىشاعة  ىنو ػذد فحٞح  

          
     

      
   

       فئُ       داىح ذحيٞيٞح ػْذ  ( )  ٗماّد    ىٖا قطة تغٞػ ػْذ  ( ) إرا ماّد اىذاىح : 3-6َتَجت

            (  )          

 اُٟ عْؼشض ٕزٓ اىْرٞجح اىََٖح ٗاىَاٞذج تْاظ اى٘قد.

  ػذاد ٍؼقذج ٍخرياح فئُ        ػيٚ الأمثش ٗإرا ماُ مو ٍِ 2مثٞشج حذٗد ٍِ اىذسجح   ( ) ىرنِ  : 4-6َتَجت 

 ( )  
 ( )

(   )(   )(   )
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 حٞث

             
 ( )

(   )(   )
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 ( )

(   )(   )
   

           
 ( )

(   )(   )
  

  حٞث ( ) إعرخذً اىشٗاعة ىرجضئح اىنغ٘س ىيذاىح   :6-6يثال

 ( )  
    

 (   )(   )(   )
 

 ّحصو ػيٚ   0،2،2،3ّحغة اىشٗاعة ىيذاىح ػْذ اىْقاغ : انحم

                                                   

 ىزىل فئُ 

    

 (   )(   )(   )
 

  

 
 

 

   
 

 

   
 

 

   
 

 ػيٚ الأمثش فئُ 2مثٞشج اىحذٗد ٍِ اىذسجح   ( ) ىرنِ   :5-6َتَجت

 ( )  
 ( )

(   ) (   )
 

 

(   ) 
 

 

   
 

 

   
 

 حٞث

      (   ) ( )                            

اىقادٍح ٕٜ اىْظشٝح الأعاعٞح فٜ ٕزا اىاصو ٗاىرٜ ٍِ خلاىٖا َٝنْْا  ُ ّجذ قَٞح اىرناٍو ىذاىح ىٖا ػذد ٍْرٔ اىْظشٝح 

 ٍِ اىْقاغ اىشارج داخو  اىَْطقح ىَغاس اىرناٍو ٗاىرٜ ذغَٚ ّظشٝح م٘شٜ ىيشاعة )اىثاقٜ(.

 (Cauchy Residue Theorem ): َظرٍت كوشٌ نهرواسب 6-2

ٍغيق تغٞػ ٗتالإذجآ اىَ٘جة )ػنظ اذجآ ػقشب اىغاػح( ٝقغ  مْر٘س    الإذصاه ٗىٞنِ تغٞطحٍْطقح    ىرنِ 

 .  داخو

   ذقغ داخو             تاعرثْاء ػذد ٍْرٔ ٍِ اىْقاغ     ىناّر٘سا ذحيٞيٞح داخو ٗػيٚ حذٗد  فئرا ماّد اىذاىح 

 فئُ

                             ∫ ( )  

 

    ∑                                       

 

   

 ( ) 
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 (.2-6ٗمَا ٍ٘ظح تاىشنو )

 (1-6شكم )ان

     ّٗصف قطشٕا      دٗائش تالإذجآ اىَ٘جة ٍشمضٕا           حٞث     ىرنِ اىَغاساخ  انبرهاٌ:

 (، ىزىل فئُ اىصٞغح اٟذٞح ٍرحققح 2-6ٗمَا فٜ اىشنو ) ػيٚ اىرشذٞة

                          ∫ ( )  

 

 ∑ ∫  ( )  

  

 

   

                                                ( ) 

 اىذاىح ( ) ىٖا ٍرغيغيح ى٘ساّد ػْذ    حٞث   

 ( )  ∑   (    )
 

 

    

               

 ىزىل فئُ 

∫ ( )  

  

 ∫ ∑   (    )
 

 

    

  

  

                

 ∑   ∫(    )
 

  

 

    

                       

  .(3( ّغرْرج اىؼلاقح )4تاىرؼ٘ٝط فٜ )

 جذ قَٞح اىرناٍو : 7-6يثال

∫
   

 (    )
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|   | ٕ٘ اىَغاس   حٞث     
 

 
 .فٜ الإذجآ اىَ٘جة  

  :انحم

   

 (    )
 

   

 (   )(   )
 

ّلاحظ  ُ اىَْطقح اىذاخيٞح  ذح٘ٛ ػيٚ ّقطح شارج ٗاحذج ٕٜٗ     ٗػيٞٔ ّجذ اىشاعة ىيذاىح ػْذ       

 ىيَغاس 

 ٗمَا ٝيٜ

            
   

(   )
   

 (   )(   )
 

 ( 
   

 
) 

 ىزىل فئُ 

∫
   

 (    )
  

 

                                         

                                  ( 
   

 
)   (   ) 

∫جذ قَٞح اىرناٍو   :8-6يثال
 

    
  

 
| |ٕ٘ اىَغاس     حٞث   

 

 
 انحم:    .فٜ الإذجآ اىَ٘جة   

 

    
 

 

(   )(   )
 

لاحظ  ُ اىَْطقح ّ          ٕٜٗ ذح٘ٛ ػيٚ ّقطرِٞ شارذِٞ          ىزىل فئُ اىشاعة ىيذاىح ػْذ 

 اىذاخيٞح ىيَغاس

 ٕ٘ اىْقطح 

         
 

 
                

 

 
 

 ٗػيٞٔ فئُ 



9 
 

∫
 

    
  

 

    (                  ) 

        (
 

 
 

 

 
)      

 ) Trigonometric Integrals(: انتكايلاث انًثهثَت 6-3

ٍِ ّظشٝح م٘شٜ ىيشٗاعة ذطثٞقٖا ػيٚ ػذد  فٜ ٕزا اىْ٘ع ٍِ اىرناٍلاخ اىَثيثٞح عْشٙ مٞف ٝرٌ الإعراادج

ٍؼــــــــِٞ ٍِ اىرناٍلاخ اىَحذدج ٗتؼعٖا ذظٖش فٜ اىاٞضٝاء ٗاىرطثٞقاخ اىْٖذعٞح حٞث ٍِ اىصؼة إٝجاد اىرناٍلاخ 

 ٍثاششج ىزىل ّغرخذً ّظشٝح م٘شٜ ىيشٗاعة. 

 ٗىحغاب اىرناٍلاخ ٍِ اىصٞغح 

∫  (         )

  

 

   

      حٞث       فْعغ    ( )   إىٚ داىح ٍؼقذج تَرغٞش ٗاحذ (         )  ّقً٘ ترح٘ٝو اىذاىح 

| |    ٍٗشمضٕا ّقطح الأفو ٗذنافئ  2 ٕٗزٓ ْٕذعٞاو ذَثو ٍؼادىح دائشج ّصف قطشٕا      ٗمزىل ّؼيٌ  ُ     

             

                                                                 ٗػيٞٔ ٝنُ٘  

 ٗتاىراىٜ ّغرْرج  ُ

     
     

 
        

     

  
 

 فَٞنِ حغاتٖا حٞث     ٍا  

                        

                                               
  

  
 ٕٗزا ٝؤدٛ إىٚ  ُ                                         

| |    ثٌ ّؼ٘ض ٕزٓ اىؼلاقاخ فٜ اىرناٍو اىَطي٘ب حغاتٔ فْحصو ػيٚ ذناٍو ىذٗاه ٍؼقذج ػيٚ دائشج اى٘حذج  

 ٍِ ثٌ ٗحغة اىطشق اىغاتقح ٗاىَؼشٗفح ىذْٝا ٝرٌ حغاب ٕزا اىرناٍو.ٗ     

 إحغة : 9-6 يثال
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∫
  

      

  

 

 

 حغة اىؼلاقاخ  ػلآ ٝنُ٘ ىذْٝا : انحم

∫
  

      

  

 

 ∫
  

  
  
 

(     )| |  

 
  

 
∫

  

       
| |  

 

 ٗاىذاىح ٗىرنِ 

 ( )  
 

       
 

 ذقغ داخو دائشج اى٘حذج ٗاىشاعة ىٖا ٕ٘   √    ٗىنِ ّقػ اىقَٞح     √    ىٖا  قطاب تغٞطح ػْذ    

   [ ( )   √ ]     
    √ 

(   )
  (  √ )

(  (  √ )) (  (  √ ))
    

 
  

 √ 
                                                

 ىزىل ٝنُ٘ اىرناٍو حغة ّظشٝح م٘شٜ ىيشٗاعة ماٟذٜ

∫
  

      

  

 

 
  

 
   (

  

 √ 
)  

  

√ 
  

 حغة اىرناٍو اٟذٜ ا  :11-6يثال 

∫
  

           

 

 

 

        حٞث 

   :انحم
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  ∫
  

           

 

 

 
 

 
∫

  

           

  

 

 

 ٗترؼ٘ٝط اىؼلاقاخ اىغاتقح فٜ اىرناٍو فئّْا ّحصو ػيٚ 

  
 

 
∫

  

  *      (  
 
 )+| |  

 
 

  
∫

  

(   ) (  
 
 )| |  

 

 ذنُ٘ ىذْٝا حاىرِٞ   ٗحغة قَٞح   

| |اىحاىح الأٗىٚ :        اىْقطح دائشج اى٘حذج ػْذ ٗفٜ ٕزٓ اىحاىح فئُ ْٕاك قطة تغٞػ داخو    
 

 
    

 اىشٗاعة ّجذ  ُ  ٗتاعرخذاً ّظشٝح

  
 

  
         ( )    

 

    
 

 جح اىْٖائٞح َٝنِ مراترٖا ماٟذٜٗاىْرٞ

  
 

|    |
           

 (Improper Integrals ): انتكايلاث انًعتهت6-4

داىح ٍغرَشج ػيٚ  ( )  ْٕا عْقً٘ تَؼشفح مٞاٞح حغاب ذناٍلاخ ػيٚ فرشاخ غٞش ٍْرٖٞح حٞث إرا ماّد اىذاىح 

 ٝؼشف ماٟذٜ: (    ػيٚ اىارشج   ( ) فئُ اىرناٍو اىَؼرو ىيذاىح         اىحقٞقٜ غٞش اىغاىة اىَح٘س

∫  ( )  

 

 

    
   

∫ ( )  

 

 

 

 ٗتششغ ٗج٘د اىغاٝح عٞنُ٘ اىرناٍو  ػلآ ٍرقاسب ٗػنغٔ ٝنُ٘ ٍرثاػذ ٗتْاظ اىطشٝقح فئُ 

∫ ( )  

 

  

    
   

∫ ( )  

 

  

 

ٝؼشف    (    ) ػيٚ اىارشج  ( )  فئُ اىرناٍو اىَؼرو ىيذاىح     ٍغرَشج ىنو قٌٞ    ( )  ٗإرا ماّد اىذاىح   

 ماٟذٜ:
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∫  ( )  

 

  

    
   

∫ ( )  

 

  

    
   

∫ ( )  

 

 

 

 .تششغ اىغاٝح ىنلا اىطشفِٞ ٍ٘ج٘دج

  ىيرناٍو فرؼشف ماٟذٜ:       ٍا قَٞح م٘شٜ الأعاعٞح اىرٜ ٝشٍض ىٖا تاىشٍض 

    ∫  ( )  

 

  

    
   

∫  ( )  

 

  

 

 تششغ ٗج٘دج اىغاٝح .

 إحغة اىرناٍو  :11-6يثال 

  ∫
   

    

 

  

 

   :انحم

     
   

∫
   

    

 

  

    
   

             (  )  

        

 قَٞح م٘شٜ الأعاعٞح ٍِ اىََنِ إٝجادٕا حرٚ فٜ اىرناٍو اىغٞش ٍرقاسب ٍٗثاه ػيٚ رىل   :1-6يلاحظت

∫   ىنو           

 

  

                 

                                                    ∫    

 

  

 ْٕٗا فئُ                                             

                                                      ∫    

 

 

 ىنِ                                                       
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ح ٗمزىل إرا ماّد اىذاى   (    ) ٗػيٚ اٝح حاه إرا ماُ اىرناٍو اىَؼرو ٍ٘ج٘د فئّٔ ٝغاٗٛ قَٞح م٘شٜ الأعاعٞح  

(  )   صٗجٞح  ٛ  ُ ( )  ىحقٞقٞح ٗقَٞح م٘شٜ الأعاعٞح ٍ٘ج٘دج فئُ اىرناٍو ٍ٘ج٘د ا    ىنو قٌٞ  ( )  

 ٗتاىراىٜ ٝنُ٘  

 

 
    ∫  ( )  

 

  

 ∫  ( )  

 

 

  

  ػيٚ اىارشج  اىْظشٝح اىقادٍح عرغرخذً ّظشٝح م٘شٜ ىيشٗاعة لإٝجاد قَٞح م٘شٜ الأعاعٞح ىرناٍو اىذاىح  

(    ) . 

( )   ىرنِ  :2-6َظرٍت  
 ( )

 ( )
  إرا ماّد. ػيٚ اىرشذٞة       مثٞشاخ حذٗد ٍِ اىذسجح         حٞث  

 ( )  ئُ ف         اىحقٞقٞح ٗ ُ     قٌٞ ىنو    

    ∫
 ( )

 ( )
  

 

  

    ∑   [
 

 
   ]

 

   

 

قطاب ىيذاىح       (       ) حٞث
 

 
 .(2-6)    ذقغ فٜ ّصف اىَغر٘ٛ اىؼي٘ٛ مَا فٜ اىشنو   

 (2-6انشكم )

تَا  ُ : انبرهاٌ
 

 
 َٝننِ إٝجنادٓ     اىحقٞقنٜ ػذد ٍْرٔ ٍِ الأقطناب ذقنغ داخنو ّصنف اىَغنر٘ٛ اىؼين٘ٛ ٗاىؼنذدىٖا   

شنثٔ     تالإظنافح إىنٚ                 اىزٛ ٝرنلىف ٍنِ   جَٞؼٖا ذقغ فٜ داخو اىنْر٘س   حٞث  ُ الأقطاب

 ٍ٘ظحح فٜ اىشنو ٗتاىراىٜ فئُ ٗمَا      دائشج ّصف قطشٕا 

∫
 ( )

 ( )
  

 

  

 ∫
 ( )

 ( )
  

 

 ∫
 ( )

 ( )
  

  

 

 ٗتاعرخذاً ّظشٝح م٘شٜ ىيشٗاعة فئُ 
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∫
 ( )

 ( )
  

 

  

    ∑   [
 

 
   ]

 

   

 ∫
 ( )

 ( )
  

  

 

 ٗاُٟ إرا اعرطؼْا إثثاخ  ُ اىرناٍو 

∫     ٝؤٗه إىٚ اىصاش
 ( )

 ( )
  

  

 

 فئّْا ّحصو ػيٚ اىْرٞجح اىَطي٘تح.     ػْذٍا 

 ٗتاشض اُ   ( )   مثش ٍِ دسجح   ( )  فئُ دسجح مثٞشج اىحذٗد       اُٟ تَا  ُ 

 ( )            
             

ٗ   ( )            
                                                       

( )                                                           فئُ       ( )                                                                                                  

( )  حٞث             
        

        
                              

ٗ                                                               ( )      ( )                                                                                        

( )           حٞث          
        

        
                                    

 ىزىل ٝنُ٘ ىذْٝا 

  ( )

 ( )
 

      ( )

    ( )
 

( )    ٗتَا  ُ        ٗ    ( ) | |           ػْذٍا      فئُ      

|
  ( )

 ( )
|    

|  ىـ   مثش تنااٝح      ٍِ اىََنِ  ُ ّخراس      ىزىل ىنو 
  ( )

 ( )
|  

 

 
ٗتاىراىٜ        ذقغ ػيٚ     ٍرٚ ٍا  

 ّحصو ػيٚ  

|
 ( )

 ( )
|  

 

 | |
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 ّحصو ػيٚ     ٗتاعرخذاً اىَرشاجحح       ذقغ ػيٚ   حٞث  

| ∫
 ( )

 ( )
  

  

|  ∫
 

  
|  |

  

 
 

  
     

∫      إخرٞاسٛ فئُ      ٗتَا  ُ  
 ( )

 ( )
  

  
                         

 ٗ خٞشا ّغرْرج  ُ

    ∫
 ( )

 ( )
  

 

  

    ∑   

 

   

[
 

 
   ] 

 جذ   :12-6يثال

    ∫
      

(    ) 
  

 

  

 

∫ ( ٍرحققح ىزىل فئُ قَٞح م٘شٜ الأعاعٞح ىيرناٍو 2-6ّلاحظ اُ ششٗغ اىْظشٝح ) انحم:
     

(    ) 
  

 

  
   

 ٍ٘ج٘دج ٕٜٗ   

    ∫
     

(    ) 
  

 

  

    ∑   [    ]

 

   

 

   قطاب ىيذاىح           حٞث 

 ( )  
     

(    ) 
 

 .اى٘اقؼح فٜ اىْصف اىؼي٘ٛ ٍِ اىَغر٘ٛ

 ٗاىزٛ ٝنُ٘ ماٟذٜ:  ( )  ٗتؼذ حغاب اىشاعة ىيذاىح 

          
     

  
 

 ٍِٗ ٕزا ْٝرج 
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    ∫
      

(    ) 
  

 

  

   [   
     

  
]  

      

  
 

 جذ   :13-6يثال

∫        تحٞث          
  

     

 

  

 

       تغٞطح ىزىل فئٍُرحققح ٗاىْقاغ اىشارج ػْذ   (2-6) ششٗغ اىْظشٝح :انحم
  

                             

  
   

 فٜ ّصف اىَغر٘ٛ اىؼي٘ٛ ٕٜ  قطاب       

    ∫
  

     

 

  

    (   [
 

     
   ]     [

 

     
   ]) 

 
   

   
(  

  
   

   
 )  

 

√   
 

 ( IntegralIndented Contour) :انتكايم عهي انكُتور انًسٍُ 5-

ْٕا عْذسط ّ٘ع آخش ٍِ اىرناٍو اىَؼرو تاشض  ُ اىذاىح اىَرناٍيح غٞش ٍؼشفح ػْذ ّقطح ذقغ فٜ فرشج اىرناٍو فئرا 

  ٝؼشف ماٟذٜ:      )  ػيٚ اىارشج  فئُ اىرناٍو اىَؼرو ىيذاىح           ٍغرَشج ػيٚ اىارشج    ماّد اىذاىح

∫  ( )  

 

 

    
    

∫ ( )  

 

 

 

  .تششغ ٗج٘د اىغاٝح

ػيٚ اىارشج   فئُ اىرناٍو اىَؼرو ىيذاىح           ٍغرَشج ػيٚ اىارشج    ٗتْاظ اىحاىح إرا ماّد اىذاىح 

 ٝنُ٘:     (    

∫  ( )  

 

 

    
    

∫  ( )  

 

 

 

 تششغ ٗج٘د اىغاٝح.
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         حٞث     ٍا ػذا          ذقغ فٜ اىارشج اىرٜ    ٍا اُٟ إرا ماّد اىذاىح ٍغرَشج ػيٚ مو ّقاغ 

 ذؼشف ماٟذٜ        ػيٚ اىارشج (                )    م٘شٜ الأعاعٞح ىيذاىح  فئُ قَٞح 

    ∫ ( )  

 

 

    
   

[∫  ( )  

   

 

 ∫  ( )  

 

   

] 

 تششغ ٗج٘د اىغاٝح.

  :14-6يثال

    ∫
 

   
  

 

 

    
    

[∫
 

   
  

   

 

 ∫
 

   
  

 

   

] 

    
    

                      

فٜ ٕزا اىثْذ عْقً٘ تر٘عٞغ اىْرائج اىرٜ حصيْا ػيٖٞا عاتقا ىرشَو اىحاىح اىرٜ ذنُ٘ فٖٞا ىيذاىح اىَناٍيح  قطاب تغٞطح 

 . (    )  ػيٚ اىارشج     ٞح ىرناٍو اىذاىحىزىل عْؼشض مٞاٞح إٝجاد قَٞح م٘شٜ الأعاع   ٍح٘س   ػيٚ

 ٗىْثذ  تاىَلخ٘رج اٟذٞح.

مْر٘س ٍؼشف تاىَؼادىح      إرا ماُ     ػيٚ ٍح٘س    ىٖا قطة تغٞػ ػْذ اىْقطح ( ) ىرنِ : 1-6يأخوذة

 اى٘عٞطٞح

          

 ( فئ3ُ-6مَا فٜ اىشنو )            حٞث

       ∫  ( )  
  

  (     )     ( )    

 (3-6انشكم )

 ٕٜ     ػْذ اىْقطح    ٍرغيغيح ى٘ساّد ىيذاىح   :انبرهاٌ 
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                          ( )  
        

   
  ( )                                                  (  )   

    داىح ذحيٞيٞح ػْذ  ( )   حٞث    

  فٞنُ٘    ( ىيطشفِٞ ٗتاعرخذاً اىَؼادىح اى٘عٞطٞح 5ّجشٛ اىرناٍو ػيٚ اىؼلاقح ) 

∫ ( )  

  

         ∫
     

    
  

  

  

   ∫  (      )     

  

  

 

                  (     )           ∫  (      )     

  

  

 

|(      ) |تحٞث  ُ     فئّٔ ٝ٘جذ       اىْقطح ذحيٞيٞح ػْذ  ( )  تَا  ُ   فٜ ج٘اس ٍا      

 ٍْٗٔ ّغرْرج    ىيْقطح 

   
    

  ∫  (      )     

  

  

    
    

 ∫    

  

  

 

                                                                          
    

 (     )     

( ) ىرنِ  :3-6َظرٍت  
 ( )

 ( )
ىٖا  فااس تغٞطح   ( )  داىح ّغثٞح تحٞث  ّٔ لا ٝ٘جذ فاش ٍشرشك تَْٖٞا ٗ  

   ( )     دسجح مثٞشج اىحذٗد   حٞث       ٗ   الأػذاد اىحقٞقٞح ػيٚ خػ           ػْذ اىْقاغ

 فئُ  ( )   دسجح مثٞشج اىحذٗد

    ∫
 ( )

 ( )
  

 

  

    ∑   [    ]

 

   

   ∑    

 

   

       

 ذقغ داخو ّصف اىَغر٘ٛ اىؼي٘ٛ.  ( )   قطاب ىيذاىح   حٞث 

( )  ىرنِ اىذاىح اىْغثٞح : 4-6َظرٍت  
 ( )

 ( )
ىٖا   ( )  ٗ ُ ( )  ٗ( )   ٍشرشك تِٞ فاش ٝ٘جذ حٞث لا 

دسجح مثٞشج      حٞث         ٗ ُ          ػْذ اىْقاغ  فااس تغٞطح  ػيٚ خػ الأػذاد اىحقٞقٞح

      فئُ ىنو  ( )  دسجح مثٞشج اىحذٗد    ( )      اىحذٗد
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    ∫
 ( )

 ( )
      

 

  

                                                                    

                          ∑  (    

 

   

[        ])   ∑   (    

 

   

[        ]) 

                 ٗ      ∫
 ( )

 ( )
      

 

  
                                                                         

                         ∑   (   

 

   

[        ])   ∑    (   

 

   

[        ])  

 (. 4-6ذقغ داخو ّصف اىَغر٘ٛ اىؼي٘ٛ مَا فٜ اىشنو )   ( )   قطاب ىيذاىح      حٞث

 (.4-6( ، )3-6تشٕاُ ّظشٝح )

 (4-6انشكم )

      حٞث             داخو شثٔ اىذائشج     ىنٜ ذقغ الأقطاب ىيذاىح  مثٞشٓ تَا فٖٞا اىنااٝح    ىرنِ 

ىنٜ ذنُ٘            ٗ ُ       حٞث              فغش ٍا َٝنِ ىشثٔ اىذائشج     ٗىرنِ    

  حٞث         اىَ٘جة ٍنُ٘ ٍِ مْر٘س ٍغيق ٗتالإذجآ    ذقغ داخيٌٖ ٗىٞنِ اىذائشج ٍْاصيح ٗالأقطاب

 ٗاىخػ اى٘افو تِٞ شثٔ اىذٗائش اىصغٞشج ٕ٘        

           ⋃(         )

 

   

 

 ىزىل ٍِ ّظشٝح م٘شٜ ىيشٗاعة ّحصو ػيٚ 

   ∑   [    ]  ∫ ( )  
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                                 ∫ ( )  

  

 ∫ ( )  

  

 ∑ ∫ ( )  

  

 

   

 

     فئُ  2-6ٗاىَلخ٘رج  2-6ذحقق ششٗغ اىْظشٝح   ( ) إرا ماّد       ٗ  ∞  اُٟ ىْذع  

   ∑   [    ]  ∫  ( )  

 

  

   ∑          

 

   

 

  ٛ  ُ         حٞث        ٍعشٗتح ت٘اعطح  ( )  ىنِ اىذاىح 

   ∑   [        ]  ∫      ( )  

 

  

   ∑    [        ]

 

   

 

 تَغاٗاج الأجضاء اىحقٞقٞح ٗاىخٞاىٞح ىيؼلاقح الأخٞشج ّحصو ػيٚ اىَطي٘ب.

 جذ قَٞح م٘شٜ الأعاعٞح ىيرناٍو : 15-6يثال

∫
 

    
  

 

  

 

( )  اىذاىح : انحم  
 

    
                                                               ىٖا  قطاب تغٞطح ػْذ    

 ( ْٝرج3-6قغ فٜ ّصف اىَغر٘ٛ اىغايٜ فئّٔ ٍِ اىْظشٝح )ٝ     ٗتَا  ُ            

    ∫
 

    
  

 

  

                (                    ) 

    
  

  
   (

 

 
 

 

 
)  

 

  
 

( )    ىرنِ :16-6يثال  
 

     
( )   فئُ اىذاىح     ،    

 

     
          ىٖا  قطاب تغٞطح ػْذ   

     ىنو 

 

   *
     

     
  +  
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   *
     

     
   +  

     

 
 

 ( ْٝرج ىْا  4-6ىزىل ٍِ اىْظشٝح )

    ∫
        

     
  

 

  

     (
    

 
 

     

 
)      (      )    

    ∫
        

     
  

 

  

    (
    

 
 

     

 
)   (      )                       

 


