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 لتاسعةاهحتوى الوحاضرة 

 

Lecture 9 

One Dimension Wave Equation   معادلـة الموجـة في بعـد واحـد 

الازاحة المستعرضة للوتر هنا سنتناول دراسة معادلة الموجة فً بعد واحد حٌث سندرس هنا مسائل 

المتذبذب وبعض الحالات الخاصة المهمة لها ونعمل على حل المعادلة وفق شروط حدودٌة وابتدائٌة 

 تختلف من حالة الى اخرى.

 

 الازاحة المستعرضة للوتر معلوم الازاحة والسرعة الابتدائيتين

نقطة الاصل والنقطة    (   )مشدود بٌن نقطتٌن ثابتتٌن هما     لنفرض ان وترا مطاطا طوله  

. ولٌكن هذا الوتر متجانسا )لكً تكون كتلة وحدة الطول ثابتة ( ٌتحرك الى الاعلى والاسفل (   )

  (   )عند النقطة(   )  بفعل قوة الشد فقط اي بدون التأثر بأي قوة اخرى عندئذ ازاحة الوتر 

 .  الزمن للنقطة المذكورة وعلى   تعتمد على الاحداثً السٌنً 

 لذلك ٌكون الوتر محققا لمعادلة الموجة المتجانسة

   (   )

   
   

   (   )

   
 ( )ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ        

 مقدار ثابت.  حٌث 

 ( كما ٌلً:1او بطرٌقة اخرى ٌمكن كتابة المعادلة ) 

 ( )ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ                               

فان الازاحة عند كل منها تساوي صفرا مهما ٌكن  (   )  (   )بما ان الوتر مشدود عند النقطتٌن 

 اي ان   الزمن 
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 (   )           (   )  ( )  ـــــــــــــــــــــــــ              

 حدودٌان.( ٌسمان شرطان 3الشرطان فً المعادلة رقم )

  ( ) والسرعة الابتدائٌة تساوي  ( ) ( تساوي   واذا فرضنا ان الازاحة الابتدائٌة )عندما 

 

 عندئذ ٌكون 

(   ) الازاحة الابتدائٌة    (   )         ,السرعة الابتدائٌة    ( )     ( ) 

 ـــــــــــــــــــــــــــ الشروط الابتدائٌة(4)

 المسألة كما ٌلً :الان تصبح 

          

 (   )  شرط حدودي            

 (   )  شرط حدودي            

 (   )   ازاحة ابتدائٌة               ( )  

  (   )  سرعة ابتدائٌة              ( )  

 والان نحل المسألة اعلاه بحٌث تحقق الشروط الحدودٌة والشروط الابتدائٌة بطرٌقة )فصل

 المتغٌرات( وذلك كما ٌلً:

  فقط والاخرى بدلالة   تساوي حاصل ضرب دالتٌن احدهما بدلالة  (   ) نفرض ان الازاحة 

 فقط اي ان :

 (   )  ( )ـــــــــــــــــــــ                         ( ) ( )  

 (5فً المعادلة رقم )        نجد المشتقتٌن 

 نحصل على :
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 فً المعادلة         نفرض عن المشتقتٌن 

 

          

 لنحصل على :

            

 اي ان 

   

   
 

   

 
 ( ) ــــــــــــــــــــــــ             

فقط وان الطرف الاٌسر منها ٌعتمد   ( ان الطرف الاٌمن ٌعتمد على 6نلاحظ فً المعادلة رقم )

فقط وهذه الحالة تكون صائبة فقط عندما ٌكون الطرفان مساوٌن لعدد ثابت ولٌكن هذا الثابت   على 

 عندئذ ٌكون: λمساوٌا لـــ 

   

   
         

   

 
    

 اي ان 

 ( ) ـــــــــــــــــــــــ                                         

  ( ) ـــــــــــــــــــــــ                                        
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هً عدد ثابت والعدد   ( هما معادلتان تفاضلٌتان اعتٌادٌتان. مع ملاحظة ان 8( و)7المعادلتان )

 الثابت ٌأخذ القٌم التالٌة

       

      

       

وناخذ     و     تعطً حلول غٌر مقبولة لذلك نستثنً القٌم     و     ان القٌم 

      لذلك تكون     حٌث ان       وعلٌه نفرض ان     الحالة التالٌة وهً 

 ( نحصل على 8(و)7فً المعادلتٌن )      هً قٌمة سالبة وبالتعوٌض عن قٌمة 

 

      (   )                                   

 ( )ــــــــــــــــــــ                                                                 

and 

    (   )                                            

  (  )ــــــــــــــــــــ                                                                  

 المعادلات التفاضلٌة الاعتٌادٌة ذات المعاملات الثابتة الرتبة الثانٌة )هذا ضروري(بالرجوع الى حل 

 ( ه9ً( للمعادلة رقم )characteristic equationنلاحظ ان المعادلة الممٌزة )
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 ( هو:9وهما جذران خٌالٌان لذلك ٌكون حل المعادلة رقم )

 ( )  (  )ــــــــــــــــــــ                          (  )       (  )      

 ثوابت اختٌارٌة    و   حٌث ان 

 ( ه11ًالممٌزة للمعادلة رقم )وان المعادلة 

                                    

                                                             

                                                          

 

 

 ( هو:11لذلك ٌكون حل المعادلة رقم )

 ( )       (  )       (  )  (  )ــــــــــــــــــــ                         

 ثوابت اختٌارٌة   و   حٌث ان 

 ( نحصل على 5( فً المعادلة رقم )11(و )11بالتعوٌض عن المعادلتٌن )

 (   )  (     (   )       (   ))(     (  ) ـــــ  ((  )       (  ) 

(   ) وبالتعوٌض عن الشرط الحدودي   ( نحصل على 13فً المعادلة رقم )   

 (   )  (     (   )       (   ))(      ( )        ( ))    

 (     (   )       (   ))(  ( )    ( ))    

   (     (   )       (   ))    
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او القوس ٌساوي صفر. نلاحظ ان المعادلة      حاصل ضرب مقدارٌن ٌساوي صفر  اما 

بحٌث ٌكون القوس لا ٌساوي صفر (   حٌث ٌمكن اختٌار قٌم للمتغٌر )  اعلاه صحٌحة لكل قٌم 

 .    وعلٌه تكون قٌمة 

 ( نحصل على 13فً المعادلة رقم )     عند التعوٌض عن قٌمة 

 (   )  (     (   )       (   ))(       (  )) 

 (   )  (     (   )       (   ))     (  ) 

     (   )  (    (   )      (   ))    (  )    (  )ــــــــــــ        

 وهما ثوابت اختٌارٌة                حٌث 

(   ) بالتعوٌض عن الشرط الحدودي   ( نحصل على11فً المعادلة رقم )   

 (   )  (    (   )      (   ))    (  )    

 

 

    (  )    

       

   
  

 
              

  بالتعوٌض عن قٌمة 
  

 
 ( نحصل على 11فً المعادلة رقم ) 

 (   )  (    (   )      (   ))    (
  

 
 ) 

 هو nلكل قٌمة للعدد  (   )  لذلك ٌكون الحل 

  (   )  (     (
  

 
  )       (

  

 
  ))    (

  

 
 ) 

          ثوابت اختٌارٌة لكل قٌم       حٌث ان 
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 وعلٌه ٌكون حل المعادلة الاصلٌة هو مجموع هذه الحلول اي ان 

 (   )  ∑ (     (
  

 
  )       (

  

 
  ))    (

  

 
 )

 

   

 (  )ــــــــ       

 (1نطبق الشروط الابتدائٌة فً المعادلة رقم )      لإٌجاد قٌم الثوابت 

(   ) بالتعوٌض عن الشرط الابتدائً  ( بالمعادلة رقم 1فً المعادلة رقم )الموجود  ( )  

 ( نحصل على :15)

 (   )  ∑(     ( )       ( ))    (
  

 
 )

 

   

  ( ) 

    ( )  ∑      (
  

 
 )

 

   

 (  )ـــــــــــــــــــــ                        

(   )  وبالتطبٌق الشرط الابتدائً الاخر  ( بالنسبة 15نحتاج لاشتقاق المعادلة رقم ) ( )  

 فٌكون :  الى 

  (   )  ∑ ( 
   

 
     (

  

 
  )  

   

 
     (

  

 
  ))    (

  

 
 )

 

   

 

 

(   )  بتطبٌق الشرط   نحصل على ( )  

  (   )  ∑ (  
   

 
     ( ))    (

  

 
 )

 

   

  ( ) 

    ( )  ∑
   

 
     (

  

 
 )

 

   

 (  )ـــــــــــــــــــــــــ                

  ( ) هً المعاملات الفورٌة الجٌبٌة للدالة    ( ٌتضح لنا ان 16من المعادلة رقم )

( ٌتضح لنا ان 17ومن المعادلة رقم )
   

 
  ( ) هً المعاملات الفورٌة الجٌبٌة للدالة    
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والسرعة  ( ) لوتر المطاطً ذي الازاحة الابتدائٌة لذلك ٌكون حل مسالة الاهتزاز المستعرض ل

 ( اي ان 15هو : المعادلة رقم ) ( ) الابتدائٌة 

 (   )  ∑ (     (
  

 
  )       (

  

 
  ))    (

  

 
 )

 

   

 

( بالترتٌب عند اعطاء قٌم الدوال  17(و)16ٌمكن اٌجادها من المعادلتٌن )      وقٌم الثوابت 

          فً السؤال لكل قٌم  ( ) و  ( ) 

 

 


